TRANSPORTNI PROBLEM

Posebno mesto u linearnom programiranju ima transportni problem. lzdvajanje TP je
usledilo zbog karakteristika postavke njegovog matematickog modela, koji omogucava velika
uproséenja u nalazenju optimalnog resenja. | mada je postavljen i resen pre nastanka
metodologije LP, TP je sastavni deo LP. Naziv TP potice iz vremena njegovog nastanka 1941. g.
kada su transportni problemi posluzili da se konstruise prvi od matematic¢kih modela u LP, koji je
kasnije primenjen u raznim problemima u agronomiji, medicini, proizvodnji.... TP u standardnoj
matematic¢koj formulaciji prvi je postavio i resio F.L.Hitchcock 1941. godine. Pre njega, poznati
sovjetski nauc¢nik L.V.Kantarovi¢ je ukazao na slicne probleme, ukazujuéi na znacaj njihovog
resavanja. 1949. se pojavio njegov rad u kome tretira kontinulani oblik TP. lako je dao postavke
za resavanje odredenih problema, njegov rad nije dovoljno opsti za resavanje svih problema.
Zajedno sa G.Gavurinom objavljuje rad u kome takode razmatra mogué¢nosti za resavanje TP.

Pored sovjetskih naucnika, istovremeno i nezavisno od njih javlja se niz naucnika sa
razlicitim resenjima standardnog TP - T.Koopmans, A.Charnes i W.Cooper, L.Ford i Fulkerson,
U.Gerstenhaber, H.Kahna itd.

Najzad, resenje G.Dantziga dovodi do resenja poznatog kao MODI metoda, tj. specijalni
slucaj opste simpex metode.

TP je specijalni sluc¢aj LP. Specifi¢nost se ogleda u upros¢avanju matrice koeficijenata, koja
odgovara ogranicavaju¢im uslovima za standardni oblik LP. Upros¢avanje se odnosi na oblik
matrice (ovde je ona data u obliku trouglaste matrice) i na koeficijente ogranic¢avajuéih uslova
(koji su ovde izrazeni alterantivno sa 1 ili 0).

Vazno je napomenuti da TP ima daleko Siru primenu. Naime, mnogi problemi koji nemaju
mnogo sli¢nosti sa TP, formalno se izrazavaju na isti nacin i do resenja se dolazi na isti nacin.

Kod TP se najceS€e traze mogucnosti za minimizaciju ukupnih transportnih troskova.
Pretpostavka modela TP je da je koli¢ina resursa koju treba transportovati odredena i da je
homogena (jednorodna). Transportnim problemom se odreduje optimalni plan prevoza jedne robe,
ako su poznati:

- broj proizvodnih centar (otpremnih centara ili izvorista), odakle treba organizovati prevoz robe
- broj prijemnih stanica (potrosackih centara ili odredista) u koje treba robu dopremiti

- ukupna koli¢ina robe koju treba prevesti iz otpremnih u prijemne centre

- cene prevoza po jedinici robe od svake otpremne do svake prijemne stanice

TP je takav problem da treba naci najracionalniji nacin snabdevanja vise odredista iz vise
izvorista, a da pri tome troskovi transporta budu minimalni.

1. Matematicka definicija TP
Oznac¢imo sa:

P YR P 1zvoriSta

ai, az, ..., an koli¢inu za transport iz izvoriSta
P1, P2, ..., Py odredista

by, by, ..., by kapacitete odredista

Cij jedinicne troSkove
Xij  koli¢ina za transport od izvorista do odredista (I; do P;)



Uslovi TP se mogu prikazati tabelarno.

odredista —
izvoriSta P P, Ps3 e Pn ai
J (ponuda
izvorista)
1 C11 Ci12 C13 Cin ai
X11 X12 X13 X1n
P} Co21 C22 C23 e Con az
X21 X22 X23 X2n
I3 Ca1 Ca2 Cs3 e Can as
X31 X32 X33 X3n
Im Cm1 Cm2 Cm3 Cmn dm
Xm1 Xm2 Xm3 Xmn
bj b1 b2 bs bn 2h=2a;
(potrebe
odredista)

Pod optimalnim planom prevozenja podrazumeva se onaj plan prevoza od izvoriSta do odredista,
kojim se minimizira cena prevoza, tj. ukupni troskovi.

f-ja cilja (tipa minimum) glasi:
minf = C11 X11+ C12 X12...+C1n Xint+ C21 X21+ C22 X11+...+ C2n XontCmi Xm1+ Cm2 Xm2...+Cmn Xmn

m n
ili uobliku: (min) f=> >'C; X;
i=1 j=1
Ogranicenja po vrstama sSu:
dp = XutXi2+Xiz+...+Xin
dz = Xo1+X22+X23+...+Xon

am = Xm1+tXm2+Xm3*t...+Xmn

Ogranicenja po kolonama su:

b1 = Xu+Xa1+Xa1+...+Xm1

by = Xi2+X22+X32+... +Xm2

bn = XintXontXant...+Xmn
Pretpostavka modela je da se ukupna koli¢ina iz izvorista transportuje u odredista, bez ostatka, pa
je:




Pri tome se postavlja dopunski uslov: > a, =>"b,

i=1 j=1

koji znaéi zahtev da je ukupan obim

proizvodnje u izvoriStima jednak ukupnoj traznji svih odrediSta zajedno,

Treba odrediti nepoznato Xjj. Broj nepoznatih je pri tome (mxn), sistem sadrzi (m+n) jednacina.
Sve jednacine nisu nezavisne. Jedna od njih zavisi od ostalih (m+n-1), pa je broj bazicnih
promenljivih (m+n-1), dok su ostale promenljive u bazi¢nom reSenju jednake nuli.

Slucaj degeneracije — Pod degenerisanim bazi¢nim planom podrazumeva se onaj plan kod koga
su neke od bazi¢nih promenljivih jednake nuli, tj. u degenerisanom planu broj pozitivnih
promenljivih je manji od (m+n-1).

2. Matematic¢ka definicija TP

U datih m mesta proizvodi se jedan proizvod u koli¢inama ai, az,...,am jedinica. Ovaj
proizvod treba dostaviti u n punktova, kojima je potreban u koli¢inama by, by, ...,bn. Neka je
cena prevoza jedinice proizvoda iz i-tog mesta u j-ti punkt cij, a odgovarajuca koli¢ina koja
se prevozi je xij (i=1,2,...m i j=1,2,,...n).

Uslovi problema se mogu prikazati u tabeli 1.

punktovi (odredista) —
mesta B: B, Bs B, a
(ishodista) (ponuda
J ishodista)
Ay C11 C12 C13 Cin ai
X11 X12 X13 X1n
As Co1 C22 C23 Con az
X21 X22 X23 X2n
Az C31 C32 C33 Can as
X31 X32 X33 X3n
Am Cm1 Cm2 Cm3 Cmn dm
Xm1 Xm2 Xm3 Xmn
bj by b, b3 bn ij=Zai
(potrebe
odredista)

a) Problem se moze postaviti na sledeci nacin:

Treba odrediti vrednosti nenegativnih promenljivih:

Xij

(i=1,2,...m; j=1,2,...,n)
koje za ishodista zadovoljavaju jednacine:
X11t+...+X1n = a1




Xmit...¥Xmn = a@m
a za odredista jednacine:

X11+...+Xm1 = b1

Xin-1+...¥Xmn-1 = bn1

Xin +..¥Xmn =bn
tako da f-ja cilja:

C11 X11+...+C1n Xint

Cm1 Xm1t...+¥Cmn Xmn
ima minimum.

Posto su uslovne jednacine linearne, a kako je i f-ja cilja linearna s obzirom na sve
promenljive, vidi se da je re¢ o problemu linearnog programiranja. Zatim, zbog jednakosti
ponude svih ishodista i potreba svih odredista, uslovne jednaéine ¢ine sistem zavisnih
linearnih jednacina.

b) Problem se moze postaviti i na drugi nacin:
Xit+Xi2+Xiz+...+Xin = ai (i=1,2,...m) (1)
X1j+X2j+Xzj+...+Xnj = bj (J=1,2,..,n)
xij=0(i=1,2,..m j=1,2,..n)
Prvih m jednacina pokazuje da iz svakog mesta proizvodnje izlazi cela proizvodnja posmatranog
proizvoda. Drugih n jednacina pokazuje da svaki punkt uzima sve njemu potrebne kolicine.

Opsti zbir troskova prevoza je:

m n

min)f=3 Sc, X, )

i=1  j=1
funkcija (f) se naziva - funkcija cilja

Dopunski uslov, koji znaci zahtev da je ukupan obim proizvodnje u svim mestima
proizvodnje jednak ukupnoj traznji svih punktova zajedno, tj.

2@ = ilbj (3)

uslov (2) je zadovoljen ako je: _ ab,

Xi= —
|J Zal

Vidimo da u sistemu (1) imamo m+n jednacina sa m+n promenljivih, ali ovih m+n jednacina nisu

nezavisne zbog uslova (3), ve¢ samo m+n-1 jednacina je nezavisno i to:

DY Xy =>a=>b jedna jednacina
i=1 j=1

Z X; =4 m—1 jednacina
j=1

Z X; =b, n—1 jednacina
i=1

Znaci, jedno bazno resenje mora imati bar:
N-M=m n - (m+n-1)=(m-1)(n-1) promenljivih koje su =0



c) TP se moze postaviti na sledeci nacin:

(min)f= Y Y, X,

i=1 j=1

ij i

=1

a=>h zai=1,2,..,m i J=1,2,..n

s 1M T
>
Il
o

Xij =0

Il
_
—
Il
=

Jednacine (1) se mogu napisati u matricnom obliku:
Ax=B
(min) f=C x

gde je:
C =11 C12...C1n C21 C22...Cone..Cm1 Cm2.-.Cmn vektor reda

Metode za nalazenje pocetnog bazi¢nog resenja:
1. metoda levi gornji ili severozapadni ugao
2..metoda najvece razlike najmanjih koeficijenata
3. metoda najmanjih koeficijenata
metoda levi gornji ili severozapadni ugao - polazi se iz severozapadnog ugla (ugao gore
levo) od zahteva by, u Tabeli 1 i poredimo ga sa raspolozivim kolicinama a;. Tu mogu nastati tri
slucaja:
- ako je b; < ay, tj. ako je potrebna kolic¢ina b; manja od praspolozive aj,stavlja se da je x11=b; i
produzava se u kvadrat X1, tj. nastavlja se horizontalno
- ako je b; = ay, stavlja se da je x;1 = by 1 produzava se u kvadrat Xy, tj. produzava se dijagonalno
- ako je by > ay, stavlja se da je x11 = a; i produzava se u kvadrat X,1, tj. produzava se verikalno
metoda najvecée razlike najmanjih koeficijenata - polazi se od tabele sa jedini¢nim
troskovima, a onda se za svaku vrstu i kolonu te tabele odredi razlika izme|u dva najmanja
elementa u koloni, tj. vrsti. Te razlike se upisuju u dodatnu kolonu, tj. vrstu. Postupak
rasporelivanja troskova je sledeci: trazi se najveca razlika tih minimalnih elemenata, pa se u toj
koloni, tj. vrsti trazi najmanji koeficijent troskova i tu se rasporeluje max moguca kolic¢ina robe
koju treba transportovati. Postupak se ponavlja dok se ne zadovolje potrebe odredista i izvorista.
metoda najmanjih koeficijenata - polazi se od tabele troskova i trazi se polje sa najmanjim
koeficijentom troskova, pa se u to polje raspore|uje najveca moguca koli¢ina proizvoda koju
dozvoljava izvoriste, tj.odrediste.

Metode za nalazenje optimalnog resenja:
1. STEPING-STON
2. Modifikovana (MODI, UV) metoda - metoda potencijala




STEPING-STON metoda
Za numeri¢ko resavanje TP linearnog programiranja koristi se jedna dosta jednostavna metoda,
posebno podesna ako broj ishodista i odredista nije veliki. Metodu su napravili A.Charnes i
W.W.Cooper i nazvali je "Steping ston metoda”. Poznata je pod nazivom "metoda skakanja s
kamena na kamen”. U sustini, ova metoda je iterativna. Prvo se nale neko bazi¢no resenje, pa se
iteracijama iz njega dobijaju sve bolja i bolja resenja, sve dok se dole do optimalnog resenja.
Zasniva se na ocenjivanju (izraGunavanju) praznih polja na osnovu najblizih punih polja.

Polazna tabela je ona koja se dobija nekom od metoda za nalazenje pocetnog resenja. Obic¢no je to
metoda levi gornji ili severozapadni ugao (princip smo gore objasnili). Sada se u toj tabeli
odre|uju varijacije troskova za svaku moguc¢u kombinaciju, a svaka od tih kombinacij c¢ini
zatvoren krug, tj. izlomljenu zatvorenu liniju.

Postupak nalazenja varijacija uradimo za svako slobodno polje: §;j = >_Cjj
Uslov optimalnosti je da je svako &; > 0; ako je 8;=0, onda nikakva druga kombinacija ne moze
da promeni troskove; ako je neko §;<0, resenje nije optimalno i trazi se novi plan transporta tako
sto za najmanju vrednost &;<0 stavimo onu vrednost koja je manja, a nalazi se na negativnim
temenima zatvorene linije putem koje je dobijeno §;<0.

PRIMER 1.
Tri preduzec¢a A,B,C raspolazu kolicinama nekog proizvoda od 100, 120 i 120t respektivno. Ovaj
proizvod se Salje na 5 punktova, koja primaju 40, 50, 70, 90 i 90t respektivno.Troskovi transporta
po jedinici su dati u

Tabeli 2
Bl Bz Bg B4 BS d
A 4 1 2 6 9 100
A, 6 4 3 5 7 120
Az 5 2 6 4 8 120
b; 40 50 70 90 90 340
Treba odrediti plan transporta tako da ukupni troskovi prevoza 340t budu minimalni.
Resenje:

predstavljeno u matricnom obliku, ovaj problem predstavlja linearni program od 15 promenljivih i
7 nezavisnih jednacina. Broj promenljivih je broj redova puta broj kolona (m n). Trazi se
minimalna f-ja cilja:
(Min)f=4X11+X12+2X13+6X14+9X15+6X21 +4X 20+ 3X23+5X 04+ 7 X25+5X3142X 32+ 6X33+4 X344+ 8X35
sa ogranicenjima:
X11+X12+X13+X14+X15=100
Xo1+X22+X23+X24+X25=120
X31+X32+X33+X34+X35=120

X11+X21+X31=40

X12+X22+X32=50

X13+X23+X33=70

X14+X24+X34=90

X15+X25+X35=90 I Xijj = 0



7

Ovih 8 ograni¢enja nisu nezavisni, jer je raspoloziva koli¢ina jednaka potrebnim koli¢inama, tj.
ispunjen je uslov (3), tj.

Sa-3n
i=1 j=1

100+120+120=40+50+70+90+90=340 samo 7 ogranicenja je nezavisno, jer je m+n-1=7

Moguce resenje se najlakse dobija pomocu pravila severozapadnog ugla. Pravilo se sastoji
u sledecem:
1) polazi se iz severozapadnog ugla (iz ugla gore levo) od zahteva by, tj. poredimo ga sa
raspolozivim koli¢inama a;
- ako je b; < a3 ,tj. ako je potrebna koli¢ina b; manja od raspolozive koli¢ine a;, stavlja se da je
X11=b1 1 produzuje se u kvadrat X2, tj. nastavlja se horizontalno
- ako je b; = a; , stavlja se da je x11=b; I produzuje se u kvadrat X, tj. produzava se dijagonalno
- ako je by > a; , stavlja se da je x1;=a; i produzava se u kvadrat a,;, tj. produzava se vertikalno
2) nastavlja se na isti nacin, korak po korak dalje od severozapadnog ugla sve dok se ne dole do
jugoisto¢nog ugla

Tabela 3
B1 B> B3 B4 Bs a
A1 40 50 10 100
A 60 60 120
As 30 90 120
bj 40 50 70 90 90 340

1. u | kvadrat stavimo x1;=40, jer se trazi manje od raspolozivog (b;<a;)
2. produzavamo na Xi i stavljamo da je x1,=50, jer je jos uvek trazena koli¢ina manja od preostale
raspolozive
3. produzavamo na X3 i stavljamo X;3=10, ovde je zahtev veéi od 10, ali je iz izvora A; samo
toliko ostalo na raspolaganju
4. sada produzavamo vertikalno i stavljamo x,3=60 da bi zadovoljili trazenu koli¢inu
5. produzavamo horizontalno u X4 i stavljamo x24=60; tako je iscrpljeno sve sto je raspolozivo u
izvoru A,
6. preostale potrebe u B, moramo zadovoljiti iz izvora As, dakle produzavamo vertikalno u Xszq i
stavljamo x34,=30
7. produzavamo u Xss i stavljamo sve sto je ostalo, da bi u isto vreme zadovoljili i poslednji
zahtev, tj. stavljamo x35=90

Na ovaj nacin smo dobili: X31=40; X1,=50; X13=10; X14=X15=0

X21=X22=0; X23=60; X24=60; X25=0
X31=X32=X33=0; X34=30; X35=90

Ovim smo dobili prvo bazi¢no, tj. prvo moguce resenje.

Izracunajmo ukupne troskove za ovo resenje:
(min)f=4x40 + 1x50 + 2x10 + 3x60 + 5x60 + 4x30 + 8x90 = 1550 NJ
Treba da potrazimo novo resenje, koje bi imalo manje ukupne troskove prevoza, ali koje ¢e jos
imati bar 8 promenljivih sa vrednoséu 0.
Slika 2.
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40 50 10 40 -1]50 10
60 60 -1| +1 |c) d) ) 60 -1|60
30 +1 |90 -1 30 90
40 50 -1]10 +1 40 -1]50 10 +1
+1 [60 -1]60 e) f) 60 -1|60 +1
30 90 +1 30 -1]/90
40 50 -1]10 +1 40 50 10
60 -1|60 +1 g h 60 -1|60 +1
+1 30 -1/90 +1 [30 -190

Na Slici 2 su date svih 8 moguc¢nosti za takve jedinicne promene, za sve X;j koje su u prvom
bazicnom resenju bile 0. Da bi se ostvarilo jeno novo resenje, koje bi zahtevalo manje troskove,
polimo od toga da vidimo kakav bi uticaj imala jedna jedinica u slucaju 1,4 (1.red i 4.kolona).
Trba povuc¢i jednu jedinicu iz 1,3 i prebaciti u 2,3 i povu¢i jednu jedinicu iz 2,4. Ovo je promena
pod a) Ova jedini¢na cikli¢na promena izaziva promenu ukupnih troskova za iznos o614 Koji se
moze lako oceniti pomoc¢u tabele troskova (Tabela 2). Tako je:

014=C14-C13+C23-C24=6-2+3-5=2

Na sli¢an nacin se mogu oceniti i ostale vrednosti J;; .

Tako na osnovu b) imamo:

815=C15-C13+C23-Co4+C34-C35=9-2+3-5+4-8=1

021=Cp1-Cp3+C13-C11=6-3+2-4=1

022=Cpp-Cp3+C13-C1p=4-3+2-1=2

825=C25-C4+C34-C35=7-5+4-8=-2

831=C31-C34+C24-C3+C13-C11=5-4+5-3+2-4=1

832=C32-C34+C24-Co3+C13-C1o=2-4+5-3+2-1=1

833=C33-C34+C24-C23=6-4+5-3=4

Sada trazimo koja promena smanjuje troskove prevoza. To se vidi preko §;; koje je negativno. To
je d25=-2. Ali, umesto da pomerimo jednu jednicu, pomeri¢emo s§to je mogu]e vise jedinica. Zbog
toga, trazimo me|u odgovaraju¢im kvadratima najmanju koli¢inu gde se nalazi koli¢ina (-1). To se
vidi iz ¢) i vidi se da je kvadrat 2,4, gde se nalazi broj 60 (u 3,5 je 90). To znad¢i, iz kvadrata 2,4
prenosimo u 2,5 koli¢inu 60, a da bi usaglasili raspolozivost i potrznju upisemo 90 na mesto 30 u
kvadrat 3,4 i 30 na mesto 90 u kvadrat 3,5. Tako da imamo novo bazi¢no resenje u Tabeli 4.
Tabela 4.

Bl Bg Bg B4 B5 a|
Aq 40 50 10 100
A 60 60 120
As 90 30 120
b; 40 50 70 90 90 340

Vidi se da osnovna potraznja i raspolozivost nisu poremeceni.
Ukupni troskovi prevoza za novo bazi¢no resenje su:
X11=40; X12=50; X13=10; X14=X15=0



X21=X22=0; X23=60; X24=0; X25=60 X31=X32=X33=0; X34=90; X35=30
bice: (min) f=4x40 + 1x50 + 2x10 + 3x60 + 7x60 + 4x90 + 8x30=1430 NJ

Sada se ponavlja postupak na Tabeli 4 kao ranije dato na Slici 2, da bi dobili novu seriju
vrednosti Jj;.

Slika 3.
40 50 10 -1] +1 40 50 10 -1 +1
60 +1 60 -1|a) b) 60 +1 60 -1
90 -1 |30 +1 90 30
40 -1]50 10 +1 40 50 -1]10 +1
+1 60 -1 60 c) d) 1 |60 -1 60
90 30 90 30
40 50 10 40 -1]50 10 +1
60 +1 (60 -1 |e) f) 60 -1 60 +1
90 -1]30 +1 +1 90 30 -1
40 50 -1]10 +1 40 50 10
60 -1 60 +1 |g) h) 60 -1 60 +1
+1 90 30 -1 +1 |90 30 -1

Izracunajmo o;; za 8 slobodnih promenljivih x;;=0. Tako imamo:

014=6-2+3-7+8-4=4

015=9-2+5-7=3

071=6-3+2-4=1

029=4-3+2-1=2

024=5-7+8-4=2

831=5-8+7-3+2-4=-1

83,=2-8+7-3+2-1=-1

O35=6-8+7-3=2

Dobili smo da je 831=03,=-1. Uzmimo prvo d31: prenesimo najmanji broj jedinica iz kvadrata u
odgovaraju¢em ciklusu, gde imamo (-1); vidi se da treba preneti u kvadrat 3,1 iz kvadrata 3,5 svih
30 jedinica; jos treba usaglasiti potraznju i raspolozivost i na taj nacin dobiti novo bazno resenje.
Tabela 5.

B1 B2 Bs B4 Bs a
A1 10 50 40 100
Az 30 90 120
As 30 90 120
bj 40 50 70 90 90 340

Ukupni troskovi prevoza su:

X11=10; X12=50; X13=40; X14=X15=0

X21=X22=0; X23=30; X24=0; X25=90 X31=30; X32=X33=0; X34=90; X35=0
bice:

(min)f=4x10 + 1x50 + 2x40 + 3x30 + 7x90 + 5x30 + 4x90=1400



Takole je:

014=6-4+5-4=3
015=9-2+3-7=3
021=6-3+2-4=1
09=4-3+2-1=2

024=5-3+2-4+5-4=1

03,=2-5+4-1=0
033=6-5+4-2=3

d35=8-5+4-2+3-7=1
Nijedna od d;; ne moze vise da smanji ukupne troskove prevoza, pa se zakljucuje da se ne moze
dobiti neko bolje resenje. Postoji jos jedno ekvivalentno resenje, posto je 83,=0. Promena u vezi

d32 daje resenje u Tabeli 6.

Tabela 6.
Bl Bz Bg B4 BS da
Aq 40 20 40 100
A 30 90 120
As 30 90 120
b; 40 50 70 90 90 340

Ovo resenje:

X11=40; X12=20; X13=40; X14=X15=0
X21=X22=0; X23=30; X24=0; X25=90
X31=0; X32=30; X33=0; X34=90; X35=0
daje iste troskove prevoza:
(min)f= 4x40 + 1x20 + 2x40 + 3x30 + 7x90 + 2x30 + 4x90 = 1400

MODI metoda — funkcija cilja je modifikovana i u nju su uvrsteni simplex mnozitelji
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Neka imamo n otpremnih centara P, (r=1,2,...,m) iz kojih se snabdeva n prijemnih stanica
M:s (s=1,2,...,n). Neka je ar > 0 obim proizvodnje centra Py, a bs > 0 traznja centara Ms. Neka
Su Crs transportni troskovi po jedinici proizvoda, a Xrs obim transporta (broj jedinica) od

centra P, do centra M.

Problem je - naéi transportni program X.s > 0 tako da ukupni transportni troskovi

budu minimalni, tj.

min)f=> Yc, X,

r=1 s=1

pri ogranicenjima:

n

ZXI’S = ar

r=1

Zm:er = bs

sr=1

ZaXrs=>0zasvakoris.

(r=12,...,m)

(s=1.2,..,n)

(2)

3
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Odnosno, pod uslovom da je ukupan obim transporta iz centra P, u centar Ms jednak obimu
proizvodnje a, i da je obim koji primi centar Ms iz razlicitih centara jednak bs, tj. ukupnoj traznji
tog mesta.

Pored uslova (1) i (2) postoji jos jedan dopunski, koji znaci zahtev da je ukupan obim
proizvodnje u svim centrima P, (r=1,2,...,m) jednak ukupnoj traznji svih centara zajedno, t].

Ya-3p Q

Uslov (4) je dobijen neposredno iz (2) i (3) sumiranjem poris, tj.

2 2L Xe=22

r:l s;l ) (5)
Z Z X = Zb

iz ¢ega proizilazi (4)
Uslovi (2) i (3) se pisu u razvijenom obliku kao:

X11+X12+...+X1n =di
X21tXooF...+Xon =a
Xm1tXm2t...+Xmn =dm
X11 +X21 *+Xm1 =b,;
X12 +X22 +Xm2 =b,
X1n +Xon +Xmn =Dn
Uslov (2) i (3) se takole mogu izraziti pravouglom semom:
Tabela 1
X11 X12 | X1n di
X21 Xoo | Xon do
Xm]_ Xm2 ............ an am
b]_ b2 .............. bn

Poslednja kolona (total) oznacava desne strane prvih jednacina, tj. obim proizvodnje pojedinih
proizvoda, a poslednja vrsta desne strane preostalih n jednacina, tj. ukupnu traznju pojedinih
centara.

1. PRIMER
Imamo sistem od 2 preduzeca i 3 distributivna mesta, tj.
X11+X12+X13 =50
X21+X221X23 =150
X11 X1 =30
X12 +X22 =90



Napisano u obliku tabele:

X11 X12 X13 50
X21 X22 X23 150
30 90 80 200

ukupan broj jednacina je m+n=5 sa m n=6 promenljivih; broj linearno nezavisnih jednacina je
m-+n-1=4 sa isto toliko bazi¢nih promenljivih.

Znaci, ogranic¢avajuci uslovi (2), (3) i (5) predstavljaju sistem od m+n jednacina sa m n
promenljivih. Me|utim, u TP sve jednacine nisu nezavisne. Postoji svega m+n-1 nezavisnih
jednacina, sto znaci da je jedna jednacina posledica ostalih, sto se lako moze dokazati. Posto broj
bazi¢nih promenljivih ne moze biti veci od broja nezavisnih jednacina, to je baza TP sastavljena
od m+n-1 promenljivih.

Takole se moze dokazati da su sve baze TP trouglastog oblika (vidi Gausov postupak).
Odrelivanje poc¢etnog bazi¢nog resenja:

Svaki problem LP, pa i TP pocinje odre|ivanjem pocetnog bazi¢nog resenja. Do optimalnog
resenja se dolazi nizom iteracija, kao i kod klasi¢nog problema LP.

Postoji vise metoda za odre|ivanje pocetnog bazi¢nog resenja:

- jedna od prvih metoda je "dijagonalna metoda” ili "metoda severozapadnog ugla” (North-West
Corner Rule); ne uzimaju se u obzir cene prevoza, pa je dobijeno bazi¢no resenje obi¢no dosta
udaljeno od optimalnog

Druge metode su pokusale da dodju do pocetnog bazi¢nog resenja koje je blize optimalnom
resenju; to su:

- metoda najmanje cene

- VAM (Vogelova metoda) - naziv ¢ine pocetna slova rec¢i u nazivu Vogel's Approximation
Method; ova metoda je najslozenija, ali se dobija plan blizi optimalnom nego sto se dobija drugim
metodama; preporucuje se kod ru¢nog resavanja TP.

Odrelivanje poc¢etnog bazi¢nog resenja za MODI metodu:

Odreluje se prema transportnim troskovima po jedinici cs. Za najmanje c,s odabere se
odgovarajuc¢a promenljiva xs (r=1,2,...,m; s=1,2,...,n) sa vrednoscu koja ne prelazi manji od totala
ar ili by u poslednjoj koloni, tj. vrsti Tabele 1. Znaci, izbor bazicne promenljive je uslovljen
minimalnim transportnim troskovima po jedinici c, a vrednost promenljive odre|uje se prema:

Xij=min(a,, bs) (r=1,2,...m s=1,2,...,n) (6)
indeksima (i,j) je oznacena bazi¢na promenljiva. Time je odre|ena jedna bazi¢na promenljiva, a za
pocetno bazi¢no resenje potrebno je odrediti m+n-1 promenljivih. Istim postupkom se odre|uju
ostale bazi¢ne promenljive, pod uslovom da se totali a, i bs posle svakog izbora promenljivih
menjaju. Nastavlajuci postupak m+n-1 put odre|ujemo pocetno bazi¢no resenje, s tim sto se mora
voditi raéuna o izbilansiranim vrstama i kolonama.

2. PRIMER
3 preduzeca elektronske ind. zele da odrede optimalni transportni program za jednu vrstu TV (isti
kvalitet, iste cene) za 4 razli¢ita mesta; neka je nedeljna proizvodnja 1 preduzeca a;=200, za 2 je
a,=100 i za 3 je a;=300 TV, odgovarajuca traznja za | mesto je b;=220, za Il je b,=130, za Il je
b;=1801 za IV je b,=70 TV; transportni troskovi po jednom TV dati su tabeli (u hiljadama dinara)
u desnom donjem uglu (npr. transportni troskovi od 1 do | su 1000 dinara, do Il su 3000 dinara,
do I1l'su 0ido IV su 4000 dinara po TV).



13

Tabelarno:
| I Il v total
1 1 3 0 4 200
2 1 2 3 1 100
3 3 1 4 2 300
total 220 130 180 70 600
Treba odrediti takav TP za koji ¢e ukupni transportni troskovi biti minimalni.
Resenje:

najnizi trosak je c13=0, a neki jednaki su: ci;1=Cy;=C3;=1. za bazi¢ne promenljive treba
izabrati one za koje su troskovi po jedinici minimalni, $to znac¢i da ovde za bazi¢ne promenljive
treba izabrati Xi3, X11, X21, X32 1 X22 1li X33. Znaci, treba odrediti 6 promenljivih, jer je m+n-1=3+4-
1=6. Kada smo rekli da za bazi¢no resenje treba uzeti promenljive sa minimalnim c, to nije lako
posti¢i (videli smo X, ili X33), ali taj izbor nema uticaja na optimalno resenje, nego samo na broj
iteracija (veci ili manji broj, tj. brze ili sporije dolazenje do optimalnog resenja).

Polimo od toga da odredimo pocetno bazi¢no resenje ne uzimajuci striktno one promenljive
za koje je crs minimalno:

uzmimo da je X1;=200; time eliminisemo 1. vrstu, tj. sve promenljive u njoj. U 1. koloni
ostaje 20, jer je b;-a;=220-200=20. Eliminisemo 1. kolonu jer uzimamo da je x3;=20. Time total u
3. vrsti =300 smanjujemo za 20, tj. az-x31=300-20=280. Sada eliminisimo 2.kolonu sa x3,=130.
Sada je total (as-X31)-X3,=280-130=150. Eliminisemo 4.kolonu stavljaju¢i da je x3,=70. sada je
total u poslednjoj wvrsti a;=80. Stavljaju¢i da je X33=80 eliminisimo 3.vrstu, jer je
a3=X31+X32+X33+X34 dOK je u 3.koloni ostala razlika b3-80=100. na kraju, stavljajuci da je Xx»3=100
eliminisemo 3.kolonu i 2.vrstu. Ovako smo odredili poc¢etno bazi¢no resenje sa izbalansiranim
vrstama i kolonama, tj.
X11=200, X23=100, X31=20, X32=130, X33=80, X34=70

Tabela 3.
1 3
200 200
1 2
100 100
3 1
20 130 80 70 300
220 130 180 70

Ukupni transportni troskovi za ovaj program su:
f= i ZC X,, =1x200+3x100+3x20+1x130+4x80+2x70=1150

r=1 s=1

Odrelivanje simplex mnozitelja:

Simplex mnozitelji se odre|uju da bi se ispitali uslovi optimalnosti, tj. uslovi za promenu bazi¢nog
resenja.

Oznac¢imo sa ur i vs mnozitelje r-te i s-te jednacine sistema (5). Ako svaku j-nu sistema
pomnozimo odgovaraju¢im mnoziteljem i dodamo funkciji kriterijuma, dobijamo slededi
modificirani oblik funkcije kriterijuma:

D (Ce+U, +V) X =f+DaU, +D by, (7)

r,s s=1

r=1




14

ili: Y C X, =f+f,

gde smo stavili:
C's=CrstUrtVs r=1,2,..m;s=1,2,..,n (8)

fo=>aU, +> bV,

Odredimo vrednosti u; i vs tako da koeficijenti za bazi¢ne promenljive postanu jednaki 0, tj.:
CrstU+Vs=0 za bazi¢ne promenljive X (8a)
Posto su nebazi¢ne promenljive tako|e jednake 0, izraz (7) postaje:

f=-fo=- (D aU,+>bV,)

odakle se za poznato u,i vs moze odrediti vrednost f-je kriterijuma.

Izraz (ba) je sistem od m+n-1 jednacina sa isto toliko promenljivih u, i vs (simplex
mnozitelja). Matrica sistema (8a) je transponovana matrica bazi¢nog sistema za koju smo pokazali
da je trouglastog oblika. To znaci da se mnozitelji u, i vs lako odre|uju kada se stavi da je jedan od
njih jednak 0.

Kada se odrede mnozitelji, lako se izracunavaju koeficijenti ¢'rs prema (8), za nebazicne
promenljive, odakle dolazimo do kriterijuma optimalnosti za (min)f u obliku:

C's20 ili  C'rs=Crsturtvs >0 zasvakoris (8b)
znaci, ako je za odreleno bazi¢no resenje uslov (8b) zadovoljen, resenje je optimalno sa
minimalnim transportinim troskovima.

Ako je C¢'rs < 0 za jednu ili vi[e nebazi¢nih promenljivih, nova bazi¢na promenljiva se
odre|uje prema minimalnoj vrednosti ¢’rs < 0. Znaci, izbor nove bazi¢ne promenljive X je odrelen
prema uslovu:

C'rs =MiNysC'rs <0 9)

ili:

C'rs =MiNrs (CrstUrtvs) <0 za nebazi¢ne promenljive

Uvolenje nove promenljive u bazu dovodi do eliminisanja jedne od bazi¢nih promenljivih.
To se radi tako sto se u polje (p,q) za koje je odre|eno najmanje c'rs< O stavi neodre|eni broj 6.
Onda se u vrsti i koloni u kojoj se nalazi polje (p,q) vrsi bilansiranje, tj. oduzima ili dodaje 0
bazi¢nim promenljivim u drugim poljima, gde je to potrebno.

Pokazimo to na gornjem primeru:
u vrsti ili koloni u kojoj se nalazi najveci broj bazi¢nih promenljivih (Tabela 3) stavi se jedan od
mnozitelja u, ili vs jednak 0. To je 3.vrsta, te stavljamo uz=0. Prema (8a) imamo C3s+Vvs=0, tj. vs=-
Css. Odakle proizilazi da su mnozitelji vs jednaki koeficijentima troskova (3.vrste) sa promenjenim
znakom, tj.:

V1:-3, V2=-l, V3:-4, Vy=-2
ove se vrednosti beleze u poslednjoj vrsti u odgovaraju¢im poljima Tabele 4. Kad se imaju
vrednosti mnozitelja vs lako je odrediti mnozitelje u; i uz (us=0). za promenljivu Xx;; (1.vrsta) sa
koeficijentom c;1=1 imamo:

C11t+u+vi=1+u;-3=0, tj. U =2
Isto tako (2.vrsta) se odre|uju mnozitelji u, za promenljivu Xa3, tj.:

Coz+Ur+V3=3+U»-4=0 ,tj. u=1



15

Tabela 4.

1 3 0 4 2
200-0 0 200

1 2 3 1 1

100 100

3 1 4 2 0

20+0 130 80-0 70 300
-3 -1 -4 -2

220 130 180 70

Kada su odreleni simplex mnozitelji koristi se j-na (8) za odre|ivanje koeficijenata c'rs prema
kojima se utvr|uje da li je bazi¢no resenje optimalno. Ako su svi c¢'rs > 0 za nebazi¢ne promenljive,
resenje je optimalno. Ako melu koeficijentima c'rs ima negativnih, resenje nije optimalno.
Promena bazi¢nih promenljivih se vrsi tako $to se nebazi¢na promenljiva za koju je c'rs < 0
minimalno unosi u bazu, pa je:

C'13=0+2-4=-2

C'=1+1-3=-1
Ostali koeficijenti za nebazi¢ne promenljive su pozitivni. Posto je ¢'13<0 minimalno, to se za novu
bazi¢nu promenljivu uzima xi3. U polje (1,3) se stavi pozitivan neodre|en broj 6. Izbalansiramo
1.vrstu i 3.kolonu oduzimanjem 6 od vrednosti bazi¢nih promenljivih u poljima (1,1) i (3,3).

Ostaje da se izbalansiraju 1.kolona i 3.vrsta, tako §to se promenljivoj Xs; doda neodreleni
broj 6. Time je krug zatvoren i tabela je ponovo u ravnotezi (zbir promenljivih po vrstama i
kolonama jednak je odgovaraju¢im totalima).

Nova bzai¢na promenljiva se odre|uje tako $to se manji od izraza (200-6) i (80-6) izjednaci
sa 0, tj. 80-6=0, 6=80. Time je odrelena nova bazi¢cna promenljiva x;3=80, a eliminisana je
promenljiva X33=0. Dodavanjem i oduzimanjem 6=80 promenljivim sa 6 dolazimo do novog
bazicnog resenja (Tabela 5).

Tabela 5.

1 3 0 4 2
120 80 200

1 2 3 1 1

100 100

3 1 4 2 0
100 130 70 300
220 130 180 70

Novo bazi¢no resenje je: X11=120, X13=80, X23=100, X3;=100, X3,=130, X3,=70
Za ovaj transportni program ukupni troskovi su:
f=1x120+0x80+3x100+3x100+1x130+2x70=990
Znaci, posle prve iteracije tran. troskovi su smanjeni sa 1150 na 990, tj. za 160 hiljada dinara.
Postupak se ponavlja na slede¢i nacin:
u vrsti ili koloni u kojoj se nalazi najveci broj bazi¢nih promenljivih (Tabela 5) stavi se jedan od
mnozitelja u, ili vs jednak 0. To je 3.vrsta, te stavljamo u3=0. Prema (8a) imamo C3s+Vvs=0, tj. vs=-
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Cs3s. Odakle proizilazi da su mnozitelji vs jednaki koeficijentima troskova (3.vrste) sa promenjenim
znakom, tj.:

V1=-3, V2=-l, V4=-2
preko v, odreleno je u;=2; preko u; odre|eno je vs, tj. 0+2+v3=0, v3=-2; preko v; odre|eno je u,=-1.
Kada su odreleni simplex mnozitelji koristi se j-na (8) za odre|ivanje koeficijenata c'rs prema
kojima se utvr|uje da li je bazi¢no resenje optimalno. Ako su svi c'rs > 0 za nebazi¢ne promenljive,
resenje je optimalno. Ako meju koeficijentima c'rs ima negativnih, resenje nije optimalno.
Promena bazi¢nih promenljivih se vrsi tako sto se nebazi¢na promenljiva za koju je ¢'rs < 0
minimalno unosi u bazu, pa je:

C'21=-3 C'24=-2
U odgovarajuce polje, tj. (2,1) stavljamo 6, posle ¢ega je uspostavljena ravnoteza u 1.koloni i
2.vrsti oduzimanjem 6 od vrednosti promenljivih u poljima (1,1) i (2,3). Najzad, dodavanjem ©
promenljivoj u polju (1,3) uspostavlja se ravnoteza (Tabela 6).

Tabela 6.

1 3 0 4 2
120-0 80+6 200

1 2 3 1 1
0 100-6 100

3 1 4 2 0
100 130 70 300

-3 -1 -2 -2

220 130 180 70

Vrednost 0 se odre|uje iz polja 100-6=0, tj. 6=100. Time je eliminisana promenljiva X3, a U bazu
uneta promenljiva X, sa vrednoséu 100. Zamenom 6 u poljima gde ono jos figurira dolazimo do
novog bazi¢nog resenja (Tabela 7).

Tabela 7.

1 3 0 4 2
20 180 200

1 2 3 1 1
100 100

3 1 4 2 0
100 130 70 300

-3 -1 -2 -2

220 130 180 70
Znaci, novo bazi¢no resenje je: x11=20, X13=180, X21=100, X3;=100, X3,=130, X34,=70

Za ovaj transportni program ukupni troskovi su:
f=1x20+0x180+1x100+3x100+1x130+2x70=690
Znaci, posle prve iteracije transp. troskovi su smanjeni s 1150 na 990, tj. za 300 hiljada dinara.

Da li je dobijeni program optimalan?
Posto su koeficijenti c'is za nebazi¢ne promenljive pozitivni, to ne postoji drugi program koji bi
Imao nize transportne troskove. Znaci, dobijeno resenje je optimalno za min transportnim
troskovima f=690.



