Predavanja 1

OPERACIONA ISTRAZIVANJA

Znacajne osobine razvoja moderne nauke je ¢injenica da se u neegzaktnim naukama sve
vise i uspesnije koriste kvantitativne metode istrazivanja, odnosno da se te nauke sve vise
matematiziraju. Primena matemati¢kih metoda u prirodnim naukama izazvala je interes za njihovu
primenu i u drustvenim naukama. Medutim, primenu matematickih metoda u drustvenim naukama
sprecavale su brojne okolnosti:

- jos je sporno da li je u drustvenim naukama mogu¢ takav stupanj primene matematike kao u
prirodnim naukama

- pojave i odnosi u privredi su kompleksni i isprepletani te sigurno ne mogu biti opisani
jednostavnim matematickim formulama

- sa druge strane, ni sama matematika nije dovoljno u tom smislu razvijena da bi dovoljno ta¢no
proucavala kompleksnije privredne pojave; teorijska matematika je razvila odli¢ne metode za
proucavanje prirodnih pojava, ali te metode nisu dovoljne za proucavanje drustvenih pojava.

Prvi pokusaji uvodenja matematike u drustvene nauke poticu sredinom XIX veka. Walras,
Jevons, Pareto i drugi pokusali su da matematiziraju teorijsku ekonomiju po uzoru na pokusaj u
nebeskoj mehanici. U matematickoj formulaciji drustvenih nauka i odnosa postignuti su znatni
formalni uspesi, ali su njihove matematicke formulacije ostale nekvantificirane. Zbog
nemogucnosti kvantificiranja matematicki formulisanih drustvenih odnosa na tadasnjem stepenu
razvoja matematike, upotreba matematickih metoda nije imala rezultata. Medutim, i pored
pocetnih neuspeha nije nestalo Zzelje za matematiziranjem drustvenih nauka. Stvaranjem
povoljnijih uslova i u matematici i u drustvenim naukama, rad je uspesno nastavljen. Matematika
je razvila nove grane, kao: racun verovatnoce kao osnova za statistiku, teorija igara koja pokusava
resavanje konfliktnih situacija, kibernetika...Neke modernije grane matematike razvijaju se u
sasvim novom smeru, zanemarujuci brojeve i bavec¢i se nekvantitativnim kategorijama, kao:
matematicka logika, teorija skupova, topologija...

Na drugoj strani, razvile su se neke nove grane drustvenih nauka, kao: psihologija rada,
teorija organizacije, operaciona istrazivanja...

Velika prepreka uspesnom prodoru matemati¢ckih metoda u drustvenim naukama je
kompleksnost tih nauka. Pojave koje procavaju drustvene nauke su mnogo kompleksnije od
prirodnih pojava. U njima se pored kvantitativnih javljaju i brojne nekvantitativne kategorije, koje
je matematickim metodama tesko obuhvatiti.. Takva priroda drustvenih nauka postavlja odredene
granice primeni matemati¢kih metoda

Iz Zelje da se donosenje odluka temelji na nauc¢nim osnovama, nikla je nova grana
primenjene matematike - operaciona istrazivanja. Kao nau¢na metoda, operaciona istrazivanja su
se pod tim nazivom javila za vreme |l svetskog rata na problemima vojne prirode u Velikoj
Britaniji, kada su vojni rukovodioci pozvali naucnike da pomognu u resavanju strateskih i
taktickih problema. Zbog svoje prakti¢ne primene, ona su se brzo prosirila i na druga podrucja.

Operaciona istrazivanja su posebna metodoloska i normativna delatnost, u kojoj se
Intenzivno i sistematski upotrebljavaju kvantitativne matematicke i statisticke metode. U  prve
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pokusaje upotrebe operacionih istrazivanja mozemo ubrojiti istrazivanje F.W.Taylora, koji je
1895. godine proucavao koliko bi velikom lopatom trebalo da radi radnik da bi njegov uc¢inak u
propisanom vremenu bio najvedi.

Narocito povoljno razdoblje za razvoj operacionih istrazivanja poceo je posle Il svetskog
rata, posebno u privredno razvijenijim zemljama. Toj su atmosferi doprineli brzi tehnoloski
napredak, moderna organizacija rada itd. sto se opet pripisuje revolucionarnom razvoju teorije
organizacije, elektronike, automatizacije i racunarske tehnologije. Racunarska tehnologija je prvi
uslov za razvoj 1 uspes$nu primenu operacionih istrazivanja.

Za kvantitativno istrazivanje nekog problema potrebni su pocetni podaci, razliciti
pokazatelji i parametri. To su razlic¢iti empirijski ili statisticki podaci koji su dati ili su rezultat
posrednih merenja i izracunavanja.  Istrazivacki rad pomoc¢u metoda operacionih istrazivanja je
specifi¢an nacin rada koji zahteva saradnju matematicara, statisticara i stru¢njaka iz oblasti koja se
istrazuje.

Kriterijumi za klasifikaciju problema operacionih istrazivanja-

- prema upotrebljenim metodama razlikujemo sledece tipove problema:

- probleme linearnog programiranja, probleme nelinearnog programiranja, probleme

mreznog programiranja, probleme koji se odreduju metodom Monte Carlo...
- prema sadrzaju problema razlikujeme sledece tipove problema:
- proizvodne probleme, transportne probleme, probleme zaliha, probleme redova ¢ekanja...

Potrebni uslovi za primenu metoda operacionih istrazivanja:

- da se problem koji se reSava moze predstaviti pogodnim matematickim modelom
(skupom matematickih funkcija kojima se opisuju karakteristike problema — funkcija
cilja 1 sistem ogranicenja)

- timski rad na reSavanju problema

- brojni i pouzdani polazni podaci

- koriS¢enje informacionih tehnologija

Operaciona istrazivanja imaju sledece faze rada:

- formulisanje problema - ova faza podrazumeva tacno formulisanje problema i jasno postavljanje
cilja koji se zeli posti¢i, kao i sagledavanje uslova pod kojima ¢e se cilj ostvariti.

- istrazivanje svih ¢injenica i podataka - u ovoj fazi se sagledavaju svi faktori koji uticu na dati
problem, kako bi se neki od njih mogli zanemariti pri postavljanju modela. Pri tome se javljaju
brojne teskoc¢e. Od svih, najvaznija je ta sto nismo u stanju da uzmemo u obzir sve momente
ispitivane pojave. Sa jedne strane zato sto bismo morali da operisemo sa tako velikim brojem
promenljivih da bi resavanje i na ra¢unaru postalo nemoguce, a sa druge zato Sto bi se pri
ispitivanju javio veliki broj momenata zavisnih samo od slucaja, sto bi opet prikrilo sustinu
problema. Ovim se objasnjava ¢injenica da smo u stvarnosti prisiljeni da pribegavamo izvesnim
ogranic¢avaju¢im pretpostavkama. Sustina je da iz niza podataka odaberemo bitna, ona koja
Ispitivanu pojavu karakterisu, a ostala u interesu omogucavanja analize, zanemarimo. Radi se 0
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pretpostavkama koje samo uprosc¢uju problem, ali u odnosu na sustinu problema ne prouzrokuju
znatna odstupanja od stvarnosti.
- postavljanje matematickog modela- ova faza podrazumeva prevodenje problema na jezik
matematike. U odnosu na matemati¢ke modele, postavljaju se dva zahteva:

+ da sa gledista cilja razmatranja sto vernije odrazavaju stvarnost

+ da i raéunsko-tehnic¢ki budu pogodni za obradu
Gotov model je, po pravilu, rezultat zajedni¢kog rada veceg broja stru¢njaka iz raznih oblasti:
ekonomisti, matematicari, inzenjeri i stru¢njaci koji dobro poznaju prakti¢nu stranu problema. To
su obi¢no operaciono-istrazivacke grupe,koje su, ako su pravilno organizovane, garancija uspesne
konstrukcije modela. Puna paznja se posvecuje postavljanju modela, jer se moze desiti da je
model ispravno postavljen sa matematickog gledista, ali je njegovo resenje neupotrebljivo na
stvarni problem, jer model ne prikazuje dovoljno dobro sam problem. Znaci, model mora biti tako
formulisan da zadrzava osnovna, bitna svojstva problema i da se matematickim metodama moze
resiti.
- resavanje modela- odgovaraju¢im matematickim metodama
- provera modela i resenja - ova faza podrazumeva jos jednom proveru modela i njegovog resenja
u smislu verodostojnosti sa realnim problemom
- donosenje odluke - sto znaci da se donosenje odluke zasniva na nau¢nim metodama

Osobine operacionih istrazivanja:
- sistemski pristup

- kontinualno istraZivanje

- optimizacija reSenja

- kompleksno istrazivanje

Tipi¢ne grupe problema za reSavanje:
- upravljanje zalihama

- rasporedivanje resursa

- remonti 1 zamene masina

- masovno opsluzivanje

- planiranje i upravljanje

- izbor marSrute

Tipi¢ne grupe problema s obzirom na matematicki aparat i njegovu primenu:
- linearno programiranje
- teorijaigara
- dinamicko programiranje
- teorija redova ¢ekanja
- Markovljevi lanci i procesi
- metode simulacije
- metode matematickog prognoziranja
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LINERANO PROGRAMIRANJE

Linearno programiranje je posebna matematicka metoda koja se koristi u operacionim
istrazivanjima. Linearno programiranje je relativno mlada grana primenjene matematike. Njeni
poceci datiraju neposredno pred Il svetski rat.

Prvi rad koji se bavi formulacijom i resavanjem problema lineranog programiranja je studija
ruskog matematicara L.V.Kantorovica o organizaciji i planiranju proizvodnje, pod nazivom
"Matematiceskie metodi organizaciii planirovanija proizvodstva”, Leningrad, 1939. Prikazani
postupak koji se moze primeniti na resavanje brojnih problema, autor je nazvao metodom
"resavajucih koeficijenata”.Medutim, ovaj pionirski rad nije dugo imao nastavka. Tek je za vreme
Il svetskog rata, ratna privreda u Zapadnim zemljama istakla nuznost vec¢eg mesanja u privredni
zivot, ¢ime je zapoceo rad u tom pravcu, $to posebno vazi za americke naucnike.Kao prvi medu
njima F.L.Hitchcock je 1941.godine objavio studiju o nekom transportnom problemu linearnog
programiranja. Nezavisno od njega Koopmans 1945. godine dali resenje za tzv. transportni
problem. G.B.Dantziga je 1947. otkrio opstu algebarsku metodu nazvanu - Simplex metoda koja
sluzi za resavanje svih problema linearnog programiranja. Od tada se primena lineranog
programiranja siri veoma brzo. Danas je ve¢ jedan od najefikasnijih matematickih instrumenata za
resavanje privrednih problema. U meduvremenu su razvijeni jos mnogi metodi, ali po znacaju ni
jedan se ne moze meriti sa simpleks metodom.

Linearno programiranje se razvijalo uporedo sa dve naucne grane - medusektorskom
analizom i teorijom igara. Po sadrzaju se ove tri grane bitno razlikuju, ali sa stanovista
upotrebljenih matematickih sredstava su veoma sli¢ne, pa se i metodoloski medusobno preplicu.
Matematicku osnovu sve tri grane ¢ini linearna algebra.

Za praksu znacajni problemi linearnog programiranja moraju uzeti u obzir brojne okolnosti
I zato pri numerickom resavanju traze toliko racunanja da se mogu resiti samo racunarom. Zato
nije ni cudo da se linearno programiranje u praksi uvelo tek onda kada su se za numericka
racunanja mogli koristiti racunari, pa se u razvoju lineranog programiranja godina 1952. smatra
vaznom prekretnicom, jer je tada prvi put bio napravljen program za resavanje problema linearnog
programiranja po simpleks metodi na racunaru.

Problemi na koje se linearno programiranje primenjuje su brojni. Autori su matematicari,
ekonomisti, inzenjeri i razni drugi stru¢njaci. Posebne studije o ekonomskim, poljoprivrednim,
industrijskim, saobrac¢ajnim, vojnim i drugim oblastima (videti V.Riley and S.Gass, Linear
Programming and Associated Techniques, A Comprehensive Bibliography of Linear, Nonlinear,
and Dynamic Programming, Baltimore, 1958.).

Sa matematickog stanovista, problemi linearnog programiranja ne zadaju vise nikakvih
problema. Matematicku osnovu linearnog programiranja cine teorija linearnih nejednacina i
jednacina i teorija konveksnih poliedara, dakle dve grane teorijske matematike koje su za potrebe
linearnog programiranja dovoljno razvijene. Problemi linearnog programiranja se resavaju
algebarskim metodama. Matematicka sredstva koja se pri tome koriste zavise od toga koliko se
varijabli pojavljuje i od broja uslovnih jednacina ili nejednacina. Po obimu skromne linearne
probleme je lako resiti grafickim ili nekim elementarnim aritmetickim metodama.
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Za linearno programiranje je bitno da je funkcija cilja linearna i da su sve uslovne
nejednacine ili jednacine linearne. Sa matematickog stanovista, takva jednostavnost problema
linearnog programiranja doprinela je da se za relativno kratko vreme formira odgovarajuca teorija.
Sa ekonomskog i sadrzajnog stanovista, bas su u linearnosti skrivene mnoge opasnosti. Zato kada
se stvara odgovarajuci model linearnog programiranja za ma koji privredni problem, treba dobro
razmisliti da li su opravdane teze o linearnosti.

Uslovi_potrebni_da se linearno programiranje moze primeni _u_resavanju konkretnih
zadataka:

1. Potrebna je jasna formulacija cilja koji se u datim uslovima moze realno zahtevati, mada u
praksi nije uvek lako naci jedinstveni kriterijum koji dozvoljava da se bezuslovno odbaci jedan, a
usvoji drugi program. Medutim, taj jedinstveni kriterijum se mora nacdi.

2. Specifi¢ni uslovi - ograni¢enja su zasnovana na postojec¢im izvorima, planskim proporcijama i
drugim faktorima koji odreduju dozvoljena resenja. Posto je u praksi tesko uzeti u obzir sve
postojece faktore, potrebno je, kao i pri izboru kriterijuma optimalnosti, eksperimentisanje i
iskustvo da tako postavljeni model, u poredenju sa stvarnoséu, ne izgubi realni karakter i
prakti¢nu vrednost.

3. Zadatak treba da dozvoli dobijanje niza resenja koja daju razlicite programe, da bi se izabrao
onaj koji je optimalan za date uslove.

4. Model zadatka linearnog programiranja treba da sadrzi linearne jednacine, tj. da realne
zavisnosti ne protivurec¢e ovom zahtevu.

OPSTI PROBLEM LINEARNOG PROGRAMIRANJA

David Gale, profesor matematike na Brown University u Providence, glavhom gradu
najmanje americke drzave Rhode Island, razlikuje tri problema linearnog programiranja:
standardni, kanonski i opsti. Opsti problem linearnog programiranja se u matematickom obliku
moze izraziti na slede¢i nacin:

treba odrediti vrednosti promenljivin X1, .. Xn koje odgovaraju uslovima

nenegativnosti:

X120, ... Xn 20
I linearnim jednac¢inama ili nejednaé¢inama kao ograni¢avajuéim uslovima:

a1l X1 + ae X +... +ain Xn = b1

az1 X1+ a2 X2 +... +azn Xn = b2
ami X1 + am2 X2 +... +amn Xn =bm

tako da funkcija cilja (f-ja kriterijuma):
(X1, ... Xn)=C1 X1 +C2 X2+...+CnXn
iIma ekstremnu vrednost, maksimum ili minimum
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Pri tome su m i n proizvoljni prirodni brojevi; koeficijenti a;; i ¢j su proizvoljni realni brojevi;
brojevi b; su proizvoljni nenegativni brojevi. Isto tako, pri tome su c; (j=1,2...n) koeficijenti
funkcije cilja ili funkcije kriterijuma; ajj (i=1,2...m; j=1,2...n) koeficijenti sistema ogranicenja; b;
(i=1,2...m) nezavisni ¢lanovi sistema ogranic¢avajucih uslova. Znaci, i- oznacava vrste, a j- kolone.
Kod lineranog programiranja racunamo ekstremne vrednosti funkcije cilja, nekada
mimimum, a nekada maksimum. Bitnih razlika nema, jer problem za maksimum mozemo uvek
pretvoriti u odgovarajuc¢i problem za minimum funkcije cilja i obratno. To je tzv. osobina
dualnosti. Znaci, bitna osobina linearnog programiranja je da svakom problemu maksimuma
odgovara odredeni problem minimuma, nazvan dual originalnog problema. Ocigledna je simetrija
ovog dualiteta. Osim toga, dual od dualnog problema je originalni problem. Sasvim je proizvoljno
koji ¢emo od ova dva problema zvati dualnim, a koji primarnim.
Za slucaj kada se trazi maksimalna vrednost funkcije cilja, problem lineranog
programiranja se postavlja na sledeci nacin- tzv. standardni oblik linearnog programiranja:
treba odrediti vrednosti promenljivin X1, .. X» koje odgovaraju uslovima
nenegativnosti:
X120, ... Xn20
I linearnim jednac¢inama ili nejednac¢inama kao ograni¢avajué¢im uslovima:
a1 X1+ ape X2 +... +am Xn < by
Q21 X1+ a2 X2 +... +an Xn < b2

ami X1 + amz2 X2 +... +amn Xn < bm
tako da funkcija cilja:

f(Xa, ... Xn)=C1 X1 +C2 X2+...+CnXn
ima maksimum.

i u sazetom obliku:

n
maksimizirati linearnu f-ju  max(f)= ¥ c.x.

j2 17
uz uslove
n a.x.<b.
> j=12..n
i=1 i=12..m
i opSte ogranicenje 0 nenegativnosti promenljivih
X.>0

J
Za slucaj kada se trazi minimalna vrednost funkcija cilja, problem lineranog programiranja se
postavlja na sledeci nacin u sazetom obliku:

m
minimizirati linearnu f-ju min(f)= X yibi
i=1
uz uslove
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m -
iElaijyi ZCJ- J=12..n

;20 i=12.m

Pri tome su ¢; (j=1,2...n) koeficijenti funkcije cilja ili funkcije kriterijuma; a; (i=1,2...m;
j=1,2...n) koeficijenti sistema ogranicenja; b; (i=1,2..m) nezavisni ¢lanovi sistema
ogranicavajucih uslova.

Ma koji problem linearnog programiranja se moze napisati u odgovarajuc¢oj formi jednog
od ova dva osnovna tipa.

Prvi korak u resavanju problema linearnog programiranja:

Ako su ogranicavaju¢i uslovi dati tako da ih treba izraziti u obliku sistema nejednacina,
onda taj sistem nejednacina transformisemo u sistem jednacina na taj nacin $to se uvode tzv.
dopunske promenljive. Uvodenje dopunskih promenljivih ima pre svega algebarski smisao, koji
se sastoji u tome da se sistem nejednacina prevede u sistem jednacina i time postupak uprosti.

Znaci, prvoj nejednacini se dodaje promenljiva Xns+1, drugoj Xn+z..., m-toj nejednacini Xp+m,
tako da sistem nejednacina koje ¢ine pojedinacna ograni¢enja postaje:

a1 X1 + a1z X2 +... +a1n Xn + Xn+1 =D
az1 X1+ ag Xo +... +aon Xn + Xn+2 =b,
dm1 X1 + am2 X2 +... ¥amn Xn + Xn+m= Dm

Koeficijenti u f-ji kriterijuma uz dopunske promenljive SU Cp+1, Cn+2,...,Cn+m jednaki nuli.

Primeri za postavljanje matemati¢kog modela

1. Primer

U nekom preduzecu se proizvode dva proizvoda A i B. Njihova izrada se obavlja na tri
grupe razlicitih masina Mj, M, Ms. Raspolozivi kapaciteti masina kao i vremena izrade za svaki
proizvod dati su u tabeli 1.
Tabela 1. Raspolozivi kapaciteti

masine
proizvod M Mo M3 ukupno
A 10 5 9 24
B 9 12 14 35
kapacitet 9900 7200 9600 26700

Problem se sastoji u slede¢em — treba odrediti koli¢ine proizvoda A i B koje treba
proizvoditi pri maksimalnom iskoris¢enju kapaciteta masina. Matematicki model se formira na
sledec¢i nacin:

Oznacimo sa x; koli¢inu proizvoda A koju treba proizvoditi i X, koli¢inu proizvoda B koju takode
treba proizvoditi. Vidi se da za proizvodnju proizvoda A treba 24x;, a za B 35x,. Kako je cilj
maksimalno iskoriséenje kapaciteta, to ¢e f-ja kriterijuma biti oblika: maf(f)=24x;+35x;
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Sa druge strane, proizvodnja ne moze biti negativna. Znaci, moze se ili proizvoditi ili ne
proizvoditi, pa odatle proizilazi i tzv. opsti uslov ogranicenja, tj. da su promenljive nenegativne:
X120 1 x>0

Svaka masina ima svoj kapacitet i ti kapaciteti predstavljaju ograniéenja, jer proizvodnja ne moze
da bude beskonacna. 1z tabele vidimo da proizvodnja proizvoda A i B zahteva sledec¢e vreme
izrade na pojedinim masinama:
10x3+ 9%, na masini M;
5x1+12X, na masini M,
9x;+14x, na masini M3
Ogranicenja su data kapacitetom tih masina:
10x3+  9x2<9900
5x1+ 12x,<7200
9x1+ 14x,<9600
Ove nejednacine su ti ogranic¢avajuci uslovi.
Znaci, matematicki model za postavljeni problem bi bio:
odrediti maksimalnu vrednost f-je kriterijuma:
max(f)=24x;+35x,
uz pojedina¢na ogranicenja:
10x;+  9x,<9900
5x1+ 12x,<7200
Ox1+ 14x,<9600
I opste ograni¢enje o nenegativnosti promenljivih:
X120 1 X2>0

2. Primer

U jednom pogonu nekog preduzeca proizvode se tri proizvoda P;, P2, P3 na grupama masina
M;, M,, M3 i My. Potreban broj ¢asova rada na svakoj grupi masina za svaki proizvod po jedinici
proizvoda, raspolozivi kapaciteti i dohodak po jedinici proizvoda dat je u tabeli 2.
Tabela 2. Potrebni podaci

proizvodi kapaciteti
masine P1 P2 Ps3 masina
M1 5 1 2 2400
M2 4.5 3 2.2 3000
M3 1.5 4 3. 2700
My 3 2.5 5 3600
dobit po kom. 14 7 10

Trazi se optimalni plan proizvodnje, pod uslovom da se postigne maksimalna dobit. Znaci, cilj je
max dobit, a ograni¢enja su raspolozivi kapaciteti.
Znaci, matematicki model za postavljeni problem bi bio:
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odrediti maksimalnu vrednost f-je kriterijuma:
max(f)=14x1+7x,+10xs3
uz pojedina¢na ogranicenja:
5x1+  Xo+ 2X3<2400
4.5x1+ 3X2+2.2x3<3000
1.5x1+ 4x+ 3x3<2700
3x1+2.5%,+ 5%3<3600
| opSte ograniCenje 0 nenegativnosti promenljivih:
X1, X2, X3=0

3. Primer (problem maksimuma)

Pretpostavimo da neko preduzece za proizvodnju 2 razlicita proizvoda koristi 4 razlicita
izvora energije (misli se na kapacitet masina, niz osnovnih i pomo¢nih materijala, radna snaga ...).
Od izvora energije A ima na raspolaganju 16, od B 10, od C 16, od D 12 jedinica. Za proizvodnju
jedne jedinice proizvoda | proizvoda potrebno je iz pojedinih izvora energije 2,2,4,0 jedinica.
Nazovimo ove podatke tehnickim koeficijentima | proizvoda. Za Il proizvod tehnicki koeficijenti
su: 4,1,0,4. Zna se da svaki komad | proizvoda osigurava preduzecu 2, a Il proizvoda 3 novc¢ane
jedinice cistog dohotka. Pitanje je koliko proizvoda od sveke vrste treba da preduzece proizvede
pod datim pretpostavkama ako ima za cilj maksimalni ¢isti dohodak.

Radi preglednosti, podatke predstavljamo u tabeli 3.

Tabela 3. Potrebni podaci

Izvor energije Tehnicki koeficijenti Kapacitet
proizvod | proizvod Il
A 2 4 16
B 2 1 10
C 4 0 16
D 0 4 12
¢ist doh. po jedin. 2 3

Prihvatimo da od | proizvoda preduzeée proizvodi x; , a od Il X, jedinice. Jasno je da ove
nepoznate promenljive ne mogu imati negativnu vrednost, tj moraju zadovoljiti uslov:

X1, X2 >0 (1)
Ako je za svaki izvor energije potrosnja proporcionalna kolicini proizvodnje, ostala ogranicenja
se mogu formulisati sa ¢etiri nejednacine:

2X1 + 4x, <16 (2)

2X1 + 1%, <10

4x, <16

4x, <12

Ove nejednacine pokazuju da se iz pojedinih izvora moze koristiti, najvise, raspoloziva kolic¢ina
energije.
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Nejednacinama (1) i (2) smo zadali pretpostavke programiranja pomocu matematickih
izraza. Ti izrazi su linearni, jer se obe nepoznate ne javljaju na stepenu visem od prvog.

Parovi vrednosti (X; i X2) koji zadovoljavaju ogranicenja definisana u izrazima (1) i (2) su
moguca resenja. Problem je od ovih mogucih resenja izabrati ono kome odgovara najveci zist
dohodak.

Cist dohodak mozemo predstaviti izrazom:

2X1+ 3X; 3)
| ovaj izraz je linearan i naziva se funkcijom kriterijuma. Njome merimo efektivnost pojedinih
programa.

Znaci, zadatak je da se odredi onaj par vrednosti (X; i X) za koji f-ja kriterijuma dostize
najve¢u vrednost, a da se pri tome uzmu u obzir samo one vrednosti promenljivih koje
zadovoljavaju sistem ogranic¢enja datih izrazima (1) i (2).

Znaci, matematicki model za postavljeni problem bi bio:
odrediti maksimalnu vrednost f-je kriterijuma:

max(f) = 2x; + 3x;
uz pojedinacna ogranicenja:

2X1 + 4X, <16

2X1 + 1%, <10

4x4 <16

4X, <12
I opste ograni¢enje o nenegativnosti promenljivih:
X1, X2 >0

4. Primer (problem minimuma)

Pretpostavimo da na jednom poljoprivrednom dobru, prema propisima o ishrani stoke, treba
da pojedine zivotinje od hranljivih sastojaka vrste A dobiju najmanje 6, od B najmanje 12, od C
najmanje 4 jedinice na dan. Za ishranu stoke, polj. dobru stoje na raspolaganju dve razlicite sto¢ne
hrane. Jedna jedinica ovih sadrzi od pojedinih hranljivih sastojaka kolic¢ine date u tabeli 4.
Tabeli 4. Potrebni podaci

hranljivi sastojci stoc¢na hrana | stoc¢na hrana Il
A 2 1
B 2 4
C 0 4

Uzmimo da su cene kostanja odgovarajuce sto¢ne hrane 5 i 6 novcanih jedinica.

Oznacimo kolicine | sto¢ne hrane say; , a Il sa y,. Onda ograni¢enja mozemo napisati kao:

V1, Y2 20

2y1 + Yo 26

2y; + 4y, >12
4y, >4

Izraz za funkciju kriterijuma je:

1)
(2)
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Sy1+ 6y, 3)
Znaci, matemati¢ki model za postavljeni problem bi bio:
odrediti minimalnu vrednost f-je kriterijuma:

min(f)= 5y; + 6y,
uz pojedina¢na ogranicenja:

2y1 + Y >6

2y1 + 4y, 212

4y, >4

| opste ograniCenje 0 nenegativnosti promenljivih:

V1, Y2 =0

GEOMETRIJSKI POSTUPAK RESAVANJA PROBLEMA
LINERANOG PROGRAMIRANJA

Kada se formulise matematicki model, sledeca faza je njegovo resavanje i dobijanje resenja.
Probleme linearnog programiranja se mogu resavati geometrijski (graficki) i analiti¢ki.
Dve osobine drustvenih problema su:
- da promenljive mogu biti samo nenegativne, tj. pozitivne i nule, ali ne sve nule
- da je medusobna zavisnost promenljivih linearna
Prva osobina ukazuje na oblast u kojoj se mogu istrazivati moguca resenja. Oblast istrazivanja
mogucih resenja moze biti jednodimenzionalna, dvodimenzionalna, trodimenzionalna i n-to
dimenzionalna.
Za jednodimenzionalne oblasti istrazivanja:

ako se resenje zadatka sastoji iz jedne komponente napisane u obliku jednodimenzionalnog
vektora x=(x1), ¢ije se vrednosti nalaze u intervalu 0 < x < o0, kazemo da taj zadatak ima resenje u
jednodimenzionalnoj oblasti.
Za dvodimenzionalne oblasti istrazivanja:

neka se resenje zadatka sastoji iz dve komponente ¢ije su vrednosti X; i X, i neka je
napisano u obliku dvodimenzionalnog vektora x=( X; , X2), tada se moguca resenja problema
nalaze u | kvadrantu pravouglog koordinatnog sistema.
Za trodimenzionalne oblasti istrazivanja:

kada se resenje sastoji iz tri komponente ¢ije su vrednosti X;, Xz i X3 i neka je napisano u
obliku trodimenzionalnog vektora x=( X1, X2, X3), tada se moguca resenja nalaze u | oktantu
trodimenzionalnog koordinatnog sistema.
Za n-to dimenzionalnu oblast istrazivanja:

neka se resenje sastoji iz n komponeti ¢ije su vrednosti X1, X2 ...Xj,... Xn 1 Neka je napisano u
obliku n-to dimenzionalnog vektora X=( X1 , Xz ,...Xj... Xp),tada se resenja nalaze u n-to
dimenzionalnom prostoru i to u oblasti koja zadovoljava uslov x; > 0, j =1,2...n, odnosno
X=(X1, X2 ,.Xjj-.. Xn) =0.
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Graficko resavanje problema linearnog programiranja je podesno za jedno i
dvodimenzionalne probleme, dok za slozenije probleme nije podesno.

Primer za objasnjenje grafi¢kog resavanja linearnoq programiranja

Preduzec¢e proizvodi proizvode A i B. Zadatak je da se isplanira mesec¢na proizvodnja
proizvoda po vrstama, a da se obezbedi najveca rentabilnost rada. Kao ogranicenje pri proizvodniji
javljaju se kapaciteti radnih mesta i raspolozive koli¢ine materijala. Ograni¢eni broj radnih mesta,
koji zavisi od povrsine pogona u kome se radii od proizvodne opreme, znace da prpizvoditi moze
samo odredeni broj radnika. Tako, posto je kapacitet radnih mesta ogranicen, dovoljno je znati
ukupan fond radnog vremena potrebnog za proizvodnju oba proizvoda. Zna se da je ukupni
mesecni fond radnog vremena ukupno 420 norma ¢asova i da je utrosak vremena za proizvodnju
proizvoda A - 5 n¢, a za proizvod B - 6 n¢.

Drugi ¢inilac je materijal za izradu. | za njega treba znati ukupnu raspolozivu koli¢inu, kao
I koli¢inu utroska po jedinici proizvoda. Proizvodi se izraduju od materijala M; i M, tako da se
proizvod A radi samo od materijala M1, a proizvod B i od My i od My , pri ¢emu je mesecna
potrosnja materijala slede¢a: ucesée M; u proizvodu A je 0,2 t, u B je 0,1 t, dok je M, za proizvod
B-03t.

Preduzece raspolaze mesec¢no sa 14 t materijala M; i 12 t materijala M.

Trec¢i podatak sa kojim raspolazemo je da dohodak za proizvod A iznosi 800 dinara, za
proizvod B - 1000 dinara po jedinici proizvoda.

Na osnovu ova tri podatka zakljuc¢ujemo:

Polazni cilj zadatka je zahtev da se odredi realni plan proizvodnje i da se obezbedi najrentabilniji
rad. Ako znamo da ¢e rentabilnost biti veca ako je veca ukupna realizacija proizvoda, onda se
zahtev sastoji u odredivanju takve proizvodnje proizvoda A i B za koju ¢e dohodak biti
maksimalan.

Radi preglednosti, od polaznih podatke formirajmo tabelu 5.
Tabela 5. Polazni podaci

proizvod N” po jed.pro. mater. M mater. M> dobit
A 5 0.2 0 800
B 6 0.1 0.3 1000
ogranicenja 420 14 12
(mesec¢na kol.materijala (t))

Dalje analiziramo, uvedena ograni¢enja su vezana za raspolozivi kapacitet i raspolozivi materijal.
Ako podemo od raspolozivog kapaciteta:
oznacavanje vrsimo na sledec¢i nacin - ako xii X, respektivno vezemo za proizvode A i B,
ograni¢enja vezana za kapacitet radnih mesta mozemo analiticki izraziti nejednacinom:
5 X1+ 6 X, <420
ograni¢enja vezana za materijal za izradu mozemo analiti¢ki izraziti nejedna¢inama:




Predavanja 13

za materijal M: 0,2 x;+ 0,1 X, <14
za materijal M: 0 X1+ 0,3 X, < 12
Pored ovih pojedina¢nih ograni¢enja, imamo jos dva opsta ogranicenja. Naime, proizvodnja
proizvoda A i B moze biti samo nenegativna velic¢ina (tj. pozitivne i nule, ali ne sve nule), pa
opste ogranicenje pisemo kao:
X120, X, >0
Funkcija kriterijuma, oznacena kao (max)Z, ima analiticki oblik:
(max)Z=800 x; + 1000 x;
Znaci, napisani zajedno f-ja kriterijuma, pojedinac¢na i opsta ograni¢enja ¢ine matematicki
model:
(max)Z=800 x; + 1000 x,
0,2x1+0,1x,<14
0x1+0,3x,<12
5 X1+ 6 X, <420
X1, X2 2 0

1. Prvo sto treba uraditi, treba sistem nejednacina prevesti u sistem jednacina, a zatim se graficki
redom predstavljaju prave koje odgovaraju tim jedna¢inama. Biramo pravougli koordinatni sistem
u ravni. Da bismo te prave nacrtali, odredujemo njihove dve karakteristike - preseke prave sa
koordinatnim osama. Tako dolazimo do tacaka:

A1(84,0) A»(70,00 B1(0,70) B,(0,140)  B3(0,40)

Njihovim spajanjem dobijamo prave koje odgovaraju tim pojedina¢nim ograni¢enjima.

p: 800 x;3+ 1000 x;
P1: 5 X1+ 6 X2 =420
p2: 02x1+0,1x,=14

ps: 0,3 X, =12
za p1: X1 =0, 6x, =420, x,=420/6=70
X2 =0, 5x1 =420, x1,=420/5=84
za p2: X1 =0, 0.1x,=14, x,=14/0.1=140
X2 =0, 02x1=14, x,=14/0.2=70
za ps: X1 =0, X2=12/0.3=40
X2 =0, X1=0

2. Drugo, prelazimo na istrazivanje oblasti u kojoj treba da se nalazi resenje, pa i samo optimalno
resenje koje treba da da optimalni program proizvodnje.

Jasno je da je ma koji predvideni program proizvodnje na grafikonu odreden tackom.
Analizu vr§imo na slede¢i nacin:
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Ako je za izvrsenje programa potreban c¢itav fond radnog vremena kojim raspolazemo, onda
odgovarajuca tacka na grafikonu mora da se nalazi na pravoj pi, jer ona ukljucuje u sebe sve tacke
koje zadovoljavaju jednacinu:

5 X1+ 6 X2 =420
Gledajuci grafik, zapazamo da je najvisa tacka preseka T, . Ona se nalazi na pravoj p; za koju smo
rekli da u sebe ukljucuje sve tacke koje zadovoljavaju gornju jednazinu. lzra¢unajmo njene
vrednosti. Tac¢ka T, se nalazi na preseku pravih Py i Ps.

Tz (Pl M P3)
5 X1+ 6 X2 =420
0,3 X2 =12

X2=12/0.3=40
5 X3+ 6 x 40 =420
5x; =420 - 240
X;=180/5=236
Ovo znaci da se za 36 jedinica proizvoda A i 40 jedinica proizvoda B koristi svih 420 N, Tacka
T, (36,40) se nalazi na pravoj pi Funkcija kriterijuma za T, (36,40) postaje jednacina prave koja se
takode moze predstaviti na grafiku i iznosi:
(max)Z =800 x 36 + 1000 x 40 = 28800 + 40000 = 68800

Sta je sa tackom T1? Tacka Ti se nalazi na preseku pravih Py i P,. lzradunajmo njene
vrednosti.
T1 (P1 M Pz)
5xi+ 6 X%, =420
0,2x1+0,1x,=14/%*10

5Xx1+ 6 X, =420
2 X1+ X,=140

X =140 -2 X3
5x1+ 6 (140 - 2 x1)= 420
5x;+ 840 -12 x;)=420
- 7 X1 =420-840
7 X3 =420
X1 = 60
Xz = 140 - 2 x;=140 - 2*60=140-120=20
F-ja kriterijuma za ovu tacku je:
(max)Z = 800 x 60 + 1000 x 20 =48000+20000=68000
Sto je manje od vrednosti za f-ju kriterijuma za tacku T, (36,40). Zato se tacka T, ne uzima za
dalju analizu.
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Medutim, mozemo imati i takav plan proizvodnje za koji se fond radnog vremena nece koristiti
potpuno. Tada ¢e se odgovarajuce tacke nalaziti unutar trougla OA;B;. Uopste rec¢eno, za bilo koji
program Koji uzima u obzir ograni¢enja

5X1+ 6 X, <420

X1, X22>0
Odgovarajuca tacka lezace na jednoj stranici trougla OA;B; ili unutar njega. I1zlazenjem iz granica
ovog trougla, narusicemo bilo koja od ova tri ogranic¢enja.

Sa druge strane, tacka koja karakterise predvideni program proizvodnje ne moze se nalaziti
van granica trougla OA;B,, jer bismo narucili ogranicenje koje je vezano za postoje¢u kolic¢inu
materijala M.

Zatim, pored toga, svaki realni program mora da uzme u obzir i raspolozivi materijal M.
Zato na grafikonu odgovarajuca tacka mora da lezi na na pravoj ps ili ispod nje.

Zato je jasno da svaka prava na grafikonu predstavlja jedno ogranicenje, koje je dato kao
uslov postavljenog problema.

Realni program proizvodnje mora da uzme u obzir sva ova ograni¢enja. Zato bilo koji
program proizvodnje mora da odgovara nekoj tacki koja se nalazi ili na stranicama petougaonika
OA,T1T,B; ili unutar njega (Srafirana oblast). Samo u granicama ovog petougaonika se ne
narusava nijedno od datih ogranicenja.

Sta je sa tatkom Ts3? Tacka Ts se nalazi na preseku pravih P, i Ps. Ona je van odredenog
petougaonika, ali izracunajmo njene vrednosti.
T3 (Pz M P3)

0,2x:+0,1x,=14/*10

0,3x,=12/*10

2 X1+ X = 140

3x2,=120

X, =120 /3 =40
2 X3+ 40 =140
2 X1=100
X1=50

F-ja kriterijuma za ovu tacku je:

(max)Z =800 x 50 + 1000 x 40 =40000+40000=80000
Sto je vece od vrednosti za f-ju kriterijuma za tacku T, (36,40), ali posto smo zakljucili da se samo
u granicama petougaonika OA,T;T,B3 ne narusava nijedno od datih ogranicenja, a tacka Ts se
nalazi van njega, ne uzimamo je u dalju analizu.

3. Tako smo jasno ogranicili oblast mogucih resenja problema. Medutim, u okviru ovih
ogranic¢enja postoji veliki broj moguc¢ih programa proizvodnje. Izmedu njih treba odabrati jedan i
to onaj koji obezbeduje najvec¢i dohodak, tj. (max)Z.
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Izaberimo bilo koje vrednosti za X i Xa.
NPR: x; = 30 X, =20  (jer je to neka proizvoljna tacka unutar oblasti maksimuma)
Funkcija kriterijuma postaje jednacina prave koja se takode moze predstaviti na grafiku. Tada je:

800 x 30 + 1000 x 20 = 24000 + 20000 = 44000
Tacke na ovoj pravoj odgovaraju takvim parovima X; i X; za koje ¢e ukupni dohodak iznositi
44000 dinara. Ali, ova vrednost nije maksimalno moguc¢a vrednost.

800 x1+ 1000 x, = 44000
Da bismo je graficki predstavili, izracunavamo:

za x1=0 x,=44
za X2 =0 X1 =55

Ova prava je paralelna pravoj koju smo dobili za proizvodni program od x; = 36 i X, = 40.

Uzmemo li, opet, nove vrednosti za X; i X2 , uvek ¢e odgovarajuce prave biti paralelne sa
prethodnim pravama (za x; = 30 IX2=20;X1=36 X, = 40) i bice blize ili dalje od
koordinatnog pocetka. Nas ne interesuju prave koje su izvan granica petougaonika, posto iza ovih
granica ne postoje moguca resenja. Nas interesuje prava koja je najudaljenija od koordinatnog
pocetka, a koja ima jednu zajednicku tacku sa petougaonikom, tj. sa oblaséu moguéih resenja.

Znaci, resenje mora da se nalazi u temenima petougaonika OA,T;T,B;. Kroz svako teme
petougaonika smo ve¢ uz prethodna racunanja povukli prave koje predstavljaju funkciju
kriterijuma. Ono teme cija je funkcija kriterijuma najudaljenija od koordinatnog pocetka daje
optimalno resenje, tj. optimalni program. Sa grafika je jasno vidljivo da je to teme (tacka)
T,(36,40). Odnosno, program proizvodnje koji zahteva 36 jedinica proizvoda A i 40 jedinica
proizvoda B dace optimalni dohodak od 68800 dinara.

(max)Z =800 x 36 + 1000 x 40 = 28800 + 40000 = 68800

za l. Primer

funkcija kriterijuma:
maf(f)=24x,+35x;
pojedinac¢na ogranic¢enja:
10x1+  9%,<9900
5X3t+ 12x,<7200
Ox;+ 14x,<9600
opste ogranicenje: X1, X2=>0

Ogranic¢enja posmatramo kao jednacine.
10x;+  9x,=9900
5x1+ 12x,=7200
9x1+ 14x,=9600
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Svaka od ovih jednacina ogranic¢enja predstavlja pravu u sistemu OX;X,. Oznacimo ih sa p, p1, P2
I ps i nacrtajmo ih.

p: 24X3+ 35 Xz

p1: 10 X1+ 9 X2 =9900

P2: 5x1+ 12 X, =7200

P3: 9X3+14x, = 9600

za p1: X1 =0, 9x, = 9900, x, =9900/9 =1100
X2 =0, 10x;1 = 9900, x; = 9900 / 10 =990

za p2: X1 =0, 12 x, = 7200, x, = 7200 / 12 = 600
X2 =0, 5x; =7200, x; = 7200/ 12 =1440

za p3: X1 =0, 14x, = 9600, x,=9600 /14 ~ 685
X2 =0, 9x; = 9600, Xx,=9600 /14 ~1066

Kako imamo opsti uslov da su promenljive nenegativne, to znaci da se resenja moraju
nalaziti u prvom kvadrantu i da su ogranicena pravama p1, pz i ps.

Oblast u kojoj se nalazi resenje je israfirana. Svaka tacka ove oblasti zadovoljava
ogranicenja i daje neku vrednost f-je kriterijuma. Zato se kaze da je to oblast mogucih resenja.
Nas interesuje max vrednost f-je kriterijuma, pa znaci da treba da nademo onu tacku ovog
srafiranog dela koja ¢e dati max (f). Takvo resenje se naziva optimalno, jer za data ogranicenja, za
date ogranicavajuce uslove daje max vrednost f-je kriterijuma.

Uzmimo bilo koje moguce resenje, tj. bilo koju tacku u srafiranom delu. Za pravu p
uzimamo NPR: tacka M sa x; =300 x; =200
Kroz tu tacku postavimo pravu koja zadovoljava 24 x;+ 35 x, =14200 (tj. predstavlja f-ju
Kriterijuma, tj. z=24 x 300+35 x 200 = 14200) Bilo koja tacka ove prave daje istu vrednost f-je
Kriterijuma.

Znaci, izracunavamo da je:

24 x 300 + 35 x 200 = 14200

pa je:

24 X1+ 35 X2 =14200

gde je za: x1=0 X2 =~ 400

Xy = 0 X1 = 600
Da bismo dobili max vrednost, povla¢imo pravu paralelnu sa pravom kroz tacku M sve do
najudaljenije tacke srafiranog dela. To je tacka N,. Zaista, gledajuci grafik, zapazamo da je najvisa
tacka preseka N . Izracunajmo njene vrednosti.
N2 (Pg M P3)
5x;+12 x,=7200/: 12
9x1 + 14x, = 9600
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5/12 X1+X,=600
X =600 - 5/12 x; = 440
9 x1+ 14(600 - 5/12 x;) = 9600
9 x,+8400 - 70/12 X1 = 9600
9 x,+8400 - 35/6 x; = 9600
(54-35)/6 x;=9600-8400
19/6 x,=1200
X1 =1200/ (19/6) = 7200/19 ~380
X»=600 - 5/12 (380) ~460

Vrednost f-je kriterijuma za tu tacku je:

(max)Z =24 x 380 + 35 x 460 = 9120+1610 ~25220
To je max vrednost koju f-ja kriterijuma pri datim ograni¢enjima moze da ima, pa je to optimalno
resenje. Znaci, treba proizvoditi 380 jedinica proizvoda A i 460 jedinica proizvoda B da bi
iskoriscenje kapaciteta bilo maksimalno.
Da razmotrimo kakva je iskoris¢enost kapaciteta na masinama za date proizvode:

za masinu M1: 9900-(10x380+9x460)=9900-(3800+4140)=9900-7940=1960

za masinu M2: 7200-(5x380+12x460)=7200-(1900+5520)=7200-7420=-220

za masinu M3: 9600-(9x380+14x460)=9600-(3420+6440)=9600-9860=-260
Znaci, izracunali smo da je optimalno iskoris¢enje kapaciteta oko 25220 N”. Na masinama M2 i
M3 je iskoris¢enje kapaciteta iznad optimalnog, ali na masini M1 neiskorisé¢enje kapaciteta je
1960N”, odnosno toliko ¢e N masina da stoji. Sa grafika se lako vidi zasto nisu sve masine
potpuno iskoriséene za resenje koje daje optimum. Sve tri masine be bile potpuno iskorisé¢ene ako
bi se sve tri prave (ogranicenja) sekle u istoj tacki.

Ako se desi da je prava povucena kroz M paralelna sa nekom od pravih koje predstavljaju
ogranicenja, onda ima neograni¢eno mnogo resenja, a ne samo jedno optimalno resenje. Takav
slucaj je poznat kao degeneracija.

za 2. Primer

funkcija kriterijuma:
max(f)=14x1+7Xo+10xX3
pojedinac¢na ogranic¢enja:
5X3+ Xt 2x352400
4.5x3+ 3X+2.2X3<3000
1.5x1+ 4x,+ 3x3<2700
3X1+2.5%+ 5%3<3600
opsta ogranicenja:
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X1, X2, X320

5X3+ Xt 2%3=2400
4.5x1+ 3X+2.2x3=3000
1.5x1+ 4x,+ 3x3=2700
3x1+2.5%,+ 5x3=3600

imamo sistem od 4 jednacine sa 3 promenljive iz skupa od 4 jednacine

a__ 4 _a_,
{3}_3!(4—3)!_5_

znaci, postoje 4 sistema: (123), (134), (124), (234)

(123): (134).
5X1+  Xot+ 2X%3=2400 5X1+ X+ 2%3=2400
4.5x1+ 3X,+2.2%x3=3000 1.5x:+ 4x,+ 3x3=2700
1.5x1+ 4x,+ 3x3=2700 3X1+2.5X,+ 5x3=3600
(124). (234).
5x1+ Xot+ 2X%3=2400 4.5x,+ 3X,+2.2%3=3000
1.5x1+ 4x+ 3x3=2700 1.5x:+ 4x,+ 3x3=2700
3X1+2.5X,+ 5x3=3600 3X1+2.5X,+ 5x3=3600

Znaci, na ovaj nacin dobijamo 4 grupe resenja. Ali, ovaj nacin resavanja je moguce izvesti samo u
elementarnim zadacima. Za malo slozenije probleme je nemoguce naci resenje ovim putem. NPR.
ako imamo 20 ogranicenja, sto za realne uslove nije mnogo, sa 10 nepoznatih, onda je broj

: 20 . . T
sistema {10}:18475. Zbog toga su razvijene druge metode za nalazenje resenja linearnog

programiranja. Jedna od najpoznatijih i naj¢esce primenjivanih je tzv Simplex metoda koja
omoguc¢ava da se na relativno jednostavan nacin dode do resenja. U prvom obliku je razvio
Dantzing 1947.

za 3. Primer

funkcija kriterijuma:

max(f)=2x; + 3xz
pojedinac¢na ogranic¢enja:

2X1 + 4X, <16

2X1 + 1x, <10

4x, <16

4x, <12

opsta ogranicenja:

X1, X2=>0
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p: 2X1+ 3X2

P1: 2X1 + 4%, =16
P2: 2X1 + X =10
P3: 4%y =16
Pa. 4x, =12

zapr: X1=0 4x,=16 Xx,=16/4 X,=4
Xo=0 2x3=16 x;=16/2 x;=8
zap: X1=0 Xx»=10
Xo=0 2x;=10 X1:10/2 X1=5
zaps: Xo=0 4x;=16 x;=4
zaps: X1=0 4x=12  Xp=3

za 4. Primer

funkcija kriterijuma:

min(f)= 5y; + 6y,
pojedinacna ogranicenja:

2y1 + Y2 6

2y1 + 4y2 >12

4y2 >4

opsta ogranicenja:

X1, X2=>0

p: Sy:1+ 6y

P1: 2y1+ Y, =6
p2: 2y1 + 4y, =12
Pa: 4y, =4

zap:: Yyi=0 y,=6
y.=0 2y;=6 Vy;=6/2 y;=3
zapz:  Y1=0 4y,=12 y,=12/4 y,=3
yo=0 2y1=12 y;=12/2 y,;=6
zaps: Yyi=0 4y,=4 y,=1

5. Primer
funkcija kriterijuma:

(min)Z=2 x; + 5 X,
pojedinacna ogranicenja:

20
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3X1+5x%x,>18

3X1+2 X212

X1+ 6 X2 >12
opsta ogranicenja:

X1, X22>0

p: 2X1+ 5%

P1: 3X1+5x%x,=18
P2: 3X1t2X%X,=12
P3: X1t 6X,=12

zap;: X1=0 5, =18 x,=18/5=3.6
X, =0 3x; =18 X1=18/3=6
zapy: x1=0 2X,=12 X,=12/2=6
X2=03x,=12 x,=12/3=4
zaps X =0 6x,=12/6=2
Xo = 0 X1 = 12
Za pravu p uzimamo NPR: x; =5 Xo =2
2x5+5x2=10+10=20
pa je:
2X1+5x,=20
gde je za: Xx1=0 Xp,=4
Xo = 0 X1 =10
Gledajuci grafik, zapazamo da je najniza tacka preseka N; . IzraGunajmo njene vrednosti.
N1 (Pl M P3)
3X1+5x%x,=18
X1+ 6 X, =12
X1=12-6 X%,

3(12-6X2)+5X2:l8
36-18 X+ 5%, =18

36-13x,=18
-13x,=18-36/-1
-13X2:-18

13 x, =18

21
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X,=18/13~14
X1=12-6x14=12-8.4~3.6

ZaN; (3.6 ;1.4) je:
(MiN)Z=2x1+5%X,=2x3.6+5x14=72+7.0=14.2

6. Primer

funkcija kriterijuma:
(max)Z=2 x; + 3 X2
pojedinacna ogranicenja:
4 x1+5%,<16
2X1+3X%X <3
opsta ogranicenja:
X1, X2=>0

p: 2X1+ 3 X2
P1: 4 X1+ 5X%, =16
P2: -2 X1+3 X, =3

zap;:X1=05%x,=16 Xx,=16/5=3.2
Xo=0 4x, =16 X1=16/4=4

zaprx1=03x,=3 x,=3/3=1
X2:0 -2X1:3 X1:3/-2:1.5

Za pravu p uzimamo NPR: x; = 2 Xp=1
2X2+3x1=4+3=7

pa je:
2X1+5%X=7
gde je za: Xx1=0 3x,=7 Xp =713=2.3
Xo=0 2X1 =71 X1 = 7/2=3.5

Gledajuci grafik, zapazamo da je najvisa tacka preseka N. Izracunajmo njene vrednosti.
N (P1 M Pz)

4x1+5%x,=16

-2 X1+3 X, =3

4x1+5x,=16/:4

22



Predavanja

X1 = 4 -5/4 X2
-2 (4-5/4X2)+35X2=3
-8 +10/4 Xo+ 3 X2, =3
36-13x,=18
(10+12)/4 x, = 3+8
22/4 x, =11

X2 = 11/ (22/8)=44/22=2

X1 = 4 - 5/4 X 2 = 4-(10/4)=(16-10)/4=6/4=3/2=1.5

ZaN (15;2) je:
(MiN)Z=2x1+5%x,=2x15+3x2=23+6=9

23
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IZRAZAVANJE LINEARNOG PROBLEMA U MATRICNOM OBLIKU

Xy
X2
(max)z, =[c, ¢, .. ¢,]

Xy |
all alz e aln Xl blO
a21 a22 e a2n X2 _ b20
aml amZ amn Xn me

X;20, j=12..,n, n=k+m.

U gornjem izrazu figuriSu vektori koje mozemo oznaciti na slede¢i nacin:

Xl a‘ll a‘lZ aln blO
X a, a, .. a b
C=[c, ¢, .. ¢} X=[7?| A=|"® 2 ol p=| 2,
Xn a‘ml a‘m2 amn me
Vektore A; nazivamo vektrima aktivnosti ili kratko aktivnosti. Vektori A; (j=1,2,...n)
predstavljaju vektor kolone koeficijenata u sistemu ograni¢enja, odnosno kolone matrice A:
ayy a2 an
A = 3211A2: azz’ A= an
am1 amz amn
Vektor X = (X1, X2, ... , xn) predstavlja moguce reSenje problema linearnog programiranja ako

zadovoljava uslov nenegativnosti 1 sistem ogranicenja.
Zavisno od broja pozitivnih komponenti u mogucéem resenju, razlikuje se:

e bazi¢no moguce reSenje (moguce reSenje koje nema vise od m pozitivnih komponenti), koje
moze biti:
- nedegenerisano reSenje (ima ta¢no m pozitivnih komponenti)
- degenerisano reSenje (sadrzi manje od m pozitivnih komponenti);
e nebazi¢no moguce resenje (reSenje sa viSe od m pozitivnih komponenti).

Optimalno reSenje problema linearnog programiranja  je mogucée reSenje koje, pored
zadovoljavanja uslova nenegativnosti 1 sistema ogranicenja, obezbeduje da funkcija kriterijuma
postigne maksimum ili minimum.
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ODREDIVANJE VEKTORSKE BAZE

Dantzig-ov algoritam (metod inverzne matrice):

1.

O N kW

10.
11.

Matematicki model problema se prilagodi za reSavanje, uvodenjem tzv.
dopunskih promenljivih, pa se popisu svi vektori u modelu.

Od linearno nezavisnih vektora, koji ¢ine bazu vektorskog prostora,
formira se matrica B.

Pronalazi se inverzna matrica B matrice B.

Izratunava se bazi¢no moguce resenje problema Xr = B b.

Za pronadeno resenje racuna se vrednost funkcije kriterijuma fr = CrXr.
Odredivanje koordinata svih linearno zavisnih vektora Xrs = B2As
Izracunavanje koeficijenata (Cs — fs) za sve linearno zavisne vektore

Provera da li je nadeno optimalno reSenje, na osnovu vrednosti
koeficijenata (Cs — f;).

Ako reSenje nije optimalno, primena kriterijjuma za ulazak vektora u
bazu.

Odredivanje vektora koji treba da napusti bazu.

Formiranje nove matrice B (nove baze vektorskog prostora) — povratak
na korak 2.

Pocetnu BAZU c¢ini m linearno nezavisnih vektora aktivnosti A, (r=1,2,...,m) matrice A, tj.

Odnosno bazu ¢ini matrica B=(A1, A, ..., An) ¢ija je detB#0. Redosled vektora u bazi ne mora biti
jednak redosledu vektora aktivnosti u matrici A.

Vrednost bazi¢nih promenljivih se racuna kao:
Xr=B'b

Vrednost vanbazi¢nih promenljivih se racuna na osnovu izraCunatih vrednosti za bazi¢ne

promenljive kao:

Xrs = B1As

Simplex kriterijum za promenu vektorske baze, tj ulazak novih vektora u bazu:
ako je Cs-fs < za sve nebazi¢ne promenljive, reSenje je optimalno. To znadi da druga
kombinacija vektora u bazi ne daje vecu vrednost funkcije cilja.
ako je Cs-fs >0 za jedan ili viSe nebazi¢nih vektora, u novu bazu ulazi max(Cs-fs)>0,
odgovaraju¢u promenljivu 0zna¢imo sa j
Simplex kriterijum za izlazak vektora iz baze:

6 =min ﬁ, za Xrj>0

f]
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1. PRIMER

Preduzec¢e proizvodi dva proizvoda, A i B. Tehni¢ko-tehnoloski uslovi proizvodnje su dati u

tabeli 6.

Tabela 6. Potrebni

podaci

postrojenja potrebno vreme za proizvodnju jedne ukupno raspol. fond
jedinice proizvoda ¢asova
A B
I 3 2 240
Il 2.5 5 350
dodit po jedinici 9 10

Postoje dodatna ogranic¢enja u vezi plasmana proizvoda, prema unapred ocenjenoj traznji, i to: za
proizvod A najvise 65 jedinica, za proizvod B najvise 60 jedinica.

ReSenje:
Matematicki model izgleda:

(max)f=9x; + 10x;
pri ogranic¢avaju¢im uslovima:

3Xy + 2%, < 240

2.5%1 + 5%, <350

X1 < 65

X2 < 60

X1, X2 = 0
Poslednja dva uslova se odnose na ogranic¢enu traznju u posmatranom periodu.

Prvi korak je prevodenje nejednacina u jednacine. To ¢inimo tako Sto svakoj nejednacini
dodajemo po jednu dopunsku promenljivu. Za dopunske promenljive smo rekli da imaju pre svega
algebarski smisao. Koeficijenti uz dopunske promenljive u funkciji kriterijuma su nule, sto govori
da uvodenje tih dopunski promenljivih ne menja sustinu problema, ve¢ omogucava brze dolazenje
do resenja. Nakon njihovog uvodenja, matematicki model LP glasi

(max)f=9x; + 10x, + Ox3+ 0x4 + OXs + 0Xs

3X1 + 2%, + X3 =240

2.5X1 +5X2  +X4=350

X1 + X5= 65

X2 + Xg = 60

X1, X2, X3 ,X4, X5, X = 0
ili u matricnom obliku:
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(max)f =(91000 0 0)-| *

32 10007[x] [240
255010 0/|x,| |350

100010||.] |65
01000 1||x 60
A AAAAA b

X = (X, X5, X3, %4, X5, Xs) = 0
Vidimo da je vektor b vektor ¢etvrtog reda i da je ukupan broj promenljivih 6. Znaci da bismo
dobili pocetno bazi¢no moguce resenje, formiramo bazu koja ¢e biti sastavljena od 4 vektora.
Najlakse je ako za pocetno resenje uzmemo da bazu ¢ine vektori uz dopunske promenljive, tj. ako
stavimo da je x1= X2=0 i da bazu ¢ine jedini¢ni vektori koji odgovaraju dopunskim promenljivim
X3, X4, X5, Xg.
bazu ¢ine vektori (Asz, Az, As, As) r=3,4,5,6 is=1,2
B x=b/B*
BBix=B'h
x=B1hb
posto je B=I, onda je x=b
100 0][x,] [240
010 0| |x,| |350
001 O||x | |65
0001]|x| |60
b: X3=240, x4=350, X5=65, X5 = 60, X;=0, X,=0
Rekli smo da se i vektori van baze, a to su A;, A,, mogu napisati kao linearna kombinacija
bazi¢nih vektora, tj. ako smo sa_s oznacili vektore van baze, odnosno njihove indekse, onda je:

Zm:xrsA = A (s=m+1, m+2,...,n), a odavde xs=B*A;. Ovde je s=1,2. Ako uzmemo da je s=1 x;;=B
r=1

'A;. (Kako je B jedini¢na matrica,tj. posto je B=I, onda je x=b, to je B'=B).
Zas=1 je:

X,] [1L0007[3

z: = 8](-)28 . ]2-5 Al: X31:3, X41=2.5, X51=1, X61:O

X, | (000 1]/0

Za s=2 je:
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X, | [10007[2

X4 0100( 1|5 ) _ _ _ _
= : Az, X3=2, X4=5, Xs5=0, Xg=1

Xe, 0010 0 2 32 42 52 62

Xe2 0001|]1
Vrednost funkcije kriterijuma za ovo resenje je:

0 0 0]
X, 0O 0 0
_ X, | |40 3 2|
(Fff)=(C1 C2 00 0 0) | ™|=(9200000)- = _ |=(000)
X 65 1 0
60 0 1

Znagi: =0, f,=0, f,=0 (***)
Da vidimo da li je ovo resenje optimalno, tj. pod brojem 3. Ako je Cs-fs < 0 za sve nebazi¢ne
vektore (s), resenje je optimalno.

Nadimo fs:
(***)-drugacije racunanje za f; | )
Zas=1:
o0 1
0
f,=(9100 00 0)- 3 =0
25
1
_0 .
Zas=2.
o]
0
2
f,=(9100 00 0)- 5= 0
0
_l_
Trazimo Cs-fsza s=1,2: C,-f1=9-0=9

Cg-f2=10-0=10
Vidi se da uslov optimalnosti Cs-fs< 0 nije zadovoljen, pa resenje nije optimalno.
Sada vrsimo promenu baze na osnovu kriterijuma, koji glasi: Ako je Cs-f>0 za jedan ili
vise nebazic¢nih vektora, tada se u bazu ukljucuje onaj vektor As sa najmanje jednim X.s>0 za koje

e

Cj-szmaX (Cs‘fs)
Imamo da je za s=j=2 ova razlika max. To znaci da A2 =B (ulazi u bazu).
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(Kao sto se primenjuje, ovde je veci koeficijent u f-ji kriterijuma odredio ulazak vektora A; u
bazu, jer su f; i f; jednaki 0. U praksi se ¢esto veci koeficijent u f-ji kriterijuma uzima

kao osnov za ulazak vektora u bazu, bez prethodnih izra¢unavanja, sto ne mora uvek da bude
tacno.)

Koji vektor se izbacuje iz baze?
L min(ﬁ), X; >0
% i
Iz baze se izbacuje vektor sa minimalnim kolicnikom. Znaci, ako je za r=i koli¢nik odgovarajucih
resenja minimalan, pri cemu je x;>0, vektor A; treba izbaciti iz baze.
Znaci, prema resenjima za b i Az, imamo:
X 20 10 X304 X _B_ 0 X% _00_g
X3 2 X4 5 X, O X, 1
Znacli, za i=r=6 ostvaren je minimalni koli¢nik. To znaci da vektor Ag izlazi iz baze, tj. B—>Aes.
Odnosno, promena u bazi se simbolicki predstavlja kao A> >B—As
sada bazu ¢ine vektori B=(Az, Az, Az, As) r=2,3,4,5
2100
501 O
000 1

1000

Sada se u drugoj iteraciji postupak ponavlja sve dok Cs-f;< 0.
Sada trazimo inverznu matricu:

2100 2501
501 0 T 1000 . .
B= B =B'= transponovana matrica (kao prvi korak)
000 1 0100
1000 00 10

Kao drugi korak kod nalazenja inverzne matrice oznacili smo odredivanje koeficijenata
transponovane matrice, na slede¢i nacin:

000 100 100 100
B,=(10 0|=0 B,=-{000|=0 B,=|{010[=0 B,=-010]|=-1
010 010 000 001
501 201 25 1 250
B,=-{10 0|=-1 B,=/000[=0 B,=-{010=0 B,=|010]|=2
010 010 000 001
501 201 251 250
B,=[00 0[=0 B,=-{100|=-1 B,=[100|=0 B,=-{100|=5

010 010 000 001
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501 201 251 250
B, =-{000|=0 B,,=|100|=0 B,,=—100|=-1 B,, =[100 |=0
100 000 010 010
adjungovana matrica i determinanta (odredena iz BT) su:
0 0 0-1
. -1 00 2
adjB =
0-1 0 5
00 -1 0

detB=2-B,;+5-B,+0-B;+1-B,=2-0+5-0+0-0+1-(-1) =-1
(iz transponovane)
inverzna matrica je:

000 -1 000-1] 000 1
L, B 1|-100 2 100 2| |[100-2
"8 [B|0-10 5| |0-10 5| |0 10-5
00-10 00-10 ] [001 0
Posto je:
X=B'b

x,] [000 17 [2407 [60
X,| [100-2][350| |120

x,| [010-5 |65 | |50
X | 001 0|60 65
X>=60 X3:120 X4=50 X5:65
Sada jes=1,6
zas=1.
X 00017[3 0
X, | [100-2||25| |3
X 010-5|]1 | |25
X 0010 |0 1

X21=0 X31=3 X41=2.5 X51=1
za s=6
Xog 0001110 1
X | [100-2]|0] |-2
Xy 010-5|10 -5
Xsg 0010 |1 0
X26=1 X3=-2 X46=-5 X56=0
Znaci: x1=0, X2=60, X3=120, X4=50, X5=65,

Vrednost f-je kriterijuma:

X6=0

30
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0
X 60
f=(C, C, 00 0 0)|®|=(9200000). ;30 _ 600
Xs 65
0

Da vidimo da li je ovo resenje optimalno, tj. Ako je Cs-fs < 0 za sve nebazic¢ne vektore (s), resenje
|e optimalno. Nadimo f:

Zas=1:
0 1
0
f,=(9100 00 0) 3 =0
1 25|
1
Za s=6:
-2
f;=(9100 00 0)- . =10

Trazimo Cs-fs za s=1,6:
Cl-f1:9-0:9
Cs-f6=0-10=-10
Vidi se da uslov optimalnosti Cs-f; < 0 nije zadovoljen, pa resenje nije optimalno.
Sada vrsimo promenu baze na osnovu 1. kriterijuma, koji glasi: Ako je Cs-f>0 za jedan ili
vise nebazi¢nih vektora, tada se u bazu ukljucuje onaj vektor A sa najmanje jednim x>0 za koje

je

Cj-fi=max (Cs-fs)
Imamo da je za s=j=9 ova razlika max (vrednosti < 0 se ne razmatraju).
To znaci da A1 —>B (ulazi u bazu).

Koji vektor se izbacuje iz baze?

A min(ﬁ), X; >0

ij rj

Iz baze se izbacuje vektor sa minimalnim kolicnikom. Znaci, ako je za r=i koli¢nik odgovarajucih
resenja minimalan, pri cemu je x;>0, vektor A; treba izbaciti iz baze.
Znaci, prema resenjima za b i A1, imamo:
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X% _680_ % _120_, X _50_ X _65_ 4
X, 0 Xgy 3 X, 25 X;; 1
Znaci, za i=r=4 ostvaren je minimalni koli¢nik. To znaci da vektor A, izlazi iz baze, tj. B—>Au.
Odnosno, promena u bazi se simbolicki predstavlja kao A1 >B—>A4
sada bazu ¢ine vektori B=(A1, Az, Az, As)  r=1,2,3,5
3210
2550 0
1001
0100
Sada se u drugoj iteraciji postupak ponavlja sve dok C,-f;< 0.
Sada trazimo inverznu matricu:

20

3210 32510
125500 B._2501
1001 1000
0100 0010

Kao drugi korak kod nalazenja inverzne matrice oznacili smo odredivanje koeficijenata
transponovane matrice, na sledec¢i nacin:

501 201 251 250
B,=[00 0]|=0 B,=-{100|=-1 B,=[100|=0 B,=-/100|=5
010 010 000 001
2510 310 3250 3251
B,=-10 00|=0 B,=(100|=0 By,=-100{=0 B,=[100|=-25
010 010 000 001
2510 310 3250 3251
B,=|50 1|=-25 B,=-1201|=-3 B,=(251|=0 B, =-250 [=-10
010 010 000 001
2510 310 3250 3251
B,=-5011[=0 B,={201|=1 B,=-251|=-25 B,=[250|=-5
000 100 100 100
adjungovana matrica i determinanta (odredena iz BT) su:
0-105
i - 000-25
~2.5+30-10
01-25-5

detB=3-B,,+25-B,+1-B,+0-B,=3-0+25-(-1)+1-0+0-(-5)=-2.5
(iz transponovane)
Inverzna matrica je:
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0-105 0-105 00.40-2
, B 1]000-25 1 [000-25 0001
~|B] [B|| -25+30-10| —25|-25+30-10| |1-1.204
01-25-5 01-25-5 | |0-0.412
Posto je:
x=B?b

X, 0 04 0-2||240 20
X, 0 0 0 1]]|350 60

X6:0

x;| [1-12 0 4||65 | |60
X | [0-04 1 2|60 45
X1=20 X»,=60 X3:60 X5:45
Sada jes=4,6
za s=4.
x,| [0040-2][0] [0.4
X,,| (0001 1| |0
X, | |1-1.204 | (0| |-1.2
X, | |0-0412||0| |[-04
X14=0.4 X24=0 X34=-1.2 Xs4=-0.4
za s=6
X;| [0 04 0-27[0] [-2
Xs| [0 0 0 1]|0] |1
X | |1-12 0 4|]0| |4
X | |0-04 1 2||1]| |2
X16:-2 X26:1 X36:4 X56:2
Znaci:
x1=20, X2=60, X3=60, X4=0 , X5=45,
Vrednost f-je kriterijuma:
20
X, 60
X, 60
f=(C. C2, 00 0 0) =(9100000)- 0 =9.20+10-60 =780
Xs 45
0

33

Da vidimo da li je ovo resenje optimalno, tj. Ako je Cs-fs < 0 za sve nebazicne vektore (s), resenje

[e optimalno. Nadimo fs:
Za s=4:
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0.4
0
-12

f,=(9100 00 0)- 0 =9.04 =36
-04
_0 _

Za s=6:

o
1
4

f,=(9100 000)- 0 =9.(-2)+10-1=-18+10=-8
2
_0 _

Trazimo Cs-f za s=4,6:
C4-1,=0-3.6=-3.6<0
Ce-fs=0-(-8)=8>0
Vidi se da uslov optimalnosti Cs-fs< 0 nije zadovoljen, pa resenje nije optimalno.
Sada vrsimo promenu baze na osnovu Kriterijuma, koji glasi: Ako je Cs-f>0 za jedan ili
vise nebazi¢nih vektora, tada se u bazu ukljucuje onaj vektor A sa najmanje jednim x>0 za koje

ie

Cj-fi=max (Cs-fs)
Imamo da je za s=j=6 ova razlika max (vrednosti < 0 se ne razmatraju).
To znaci da As =B (ulazi u bazu).

Koji vektor se izbacuje iz baze?

A min(ﬁ), X; >0

ij j

Iz baze se izbacuje vektor sa minimalnim koli¢nikom. Znaci, ako je za r=i koli¢nik odgovarajucih
resenja minimalan, pri cemu je x;>0, vektor A; treba izbaciti iz baze.
Znaci, prema resenjima za b i As, imamo:

izgz—lo(samozax >0) ﬁ:@:GO ﬁ:@:w ﬁ:ﬁzzzs

rs —

Xig 2 X 1 Xeg 4 Xss 12
Znaci, za i=r=3 ostvaren je minimalni koli¢nik. To znaci da vektor As izlazi iz baze, tj. B—>Aa.
Odnosno, promena u bazi se simboli¢ki predstavlja kao As >B—A3
sada bazu ¢ine vektori B=(A1, A2, As, Ag)  r=1,2,5,6i5=3,4
3200
2550 0
1010
0101

Sada se u drugoj iteraciji postupak ponavlja sve dok Cs-f;< 0.
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Sada trazimo inverznu matricu:

3200 32510
2550 0 2501
“l1010/ " |oo1o0
0101 0001

Kao drugi korak kod nalazenja inverzne matrice oznacili smo odredivanje koeficijenata

transponovane matrice, na slede¢i nacin:

50 1 [2 0 1] (251
B,=|01 0|=5 B,=-{010|=-2 B,=/000|=0
001 001 001
2510 [310] 3250
B,=-]010|=-25 B,=/010{=3 B,,=-{0 00[=0
001 1001 ] 00 1
2510 310 3250
B,=|5 01|=-5 B,=-201|=2 B,=[2 51|=10
0 01 001 0 01

2510 310 3250
B,=-5 01|=25 B,=(201|=-3 B,=-2 51|=0
0 10 010 0 00
adjungovana matrica i determinanta (odredena iz BT) su:
5-200
di - -25300
-5 2100
2.5-3010

250
B,=-{001|=0
000
3251
B, =001
000

3251
By=—-250/=0

000

3251
B,=|250|=10

001

=0

detB=3-B,;+25-B,,+1-B,;+0-B,,=3-5+25-(-2)+1-0+0-0=10

(iz transponovane)
inverzna matrica je:

5-200 5-200 ] [05-0.200
L, B 1[-25300| 1|-25300| [-0.250.300
18] |B||-52100 | 10|-52100 | |-050.210
2.5-3010 25-3010 | |0.25-0.301
Posto je:
x=B1b
X, 05-02 007 [240] [50
X,| |-025 0300 |[350| |45
x.| | -05 0210||65 | |15
X,| [025-03 0160 | |15

X1=50 X2=45 X5=15 X6=15




Predavanja 36

Sada jes=3,4
za s=3:
5] [05 —02 0 07][1] [05
X, | |-025 030 0||0| |-025
X;| |-05 021 0|]o| |-05
X | [025-03 0 1]|0| |025
X13=0.5 X23=-0.25 X53=-0.5 X53=0.25

za s=4.

x,] [05 -02 0 07][0] [-02
X, | |-025030 0[|1]| |03

X, | |-05 021 0||0| |02

X, | |025-030 1||0| |-03

X14:-0.2 X24:0.3 X54:0.2 X64:-0.3

Znaci:
X1:50, X2:45, X3:0, X4=0 , X5:15, X6:15
Vrednost f-je kriterijuma:
o]
X, 45
f=(C, C, 00 0 0) X =(910000 0)- 8 =9.50+10-45= 900
Xg 15
15

Da vidimo da li je ovo resenje optimalno, tj. Ako je Cs-fs < 0 za sve nebazic¢ne vektore (s), resenje

[e optimalno. Nadimo fs:
Za s=3:

f,=(9100 00 0)- =9-05-10-025=2

Za s=4:

f,=(9100 00 0)- =-9-02-10-03=12
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Trazimo Cs-fs za s=3,4:

Cs-f3=0-2=-2<0

C,-f,=0-1.2=-1.2<0

Vidi se da je uslov optimalnosti Cs-fs < 0 zadovoljen, pa je resenje optimalno. To znaci da se
vrednost f-je kriterijuma ne moze povecati promenom vektroske baze. Maksimalna vrednost f-je
Kriterijuma je f=900.

SIMPLEX TABELA

Simplex tabela je tehnika kojom se dolazi do optimalnog resenja Simplex metodom na
sazetiji, odnosno laksi nacin. Ovu tehmiku su razradili naucnici Cooper i Henderson 1954.
godine. Postupak odredivanja optimalnog resenja se sastoji u tome da se od koeficijenata funkcije
Kriterijuma i sistema ogranic¢avajucih uslova sastavi tabela.

Opsti model linearnog programiranja, nakon uvodenja dopunskih promenljivih je:

max(f)=c1 X1 +C2 Xo+...+CsXs+...+CnXnt...+0 Xn+m

a1l X1 + az X2 +...+a1sXst...+ain Xn + Xn+1 =b;
az1 X1 + azz X2 +...+asXs+...+axn Xn + Xn+2 =hy
Admi X1+ am2 X2 +... YQmsXst...+¥amn Xn + Xn+m=— bm

X1,X2,+00, X0, X015 00, Xn+m20
Prebacimo kolonu koeficijenata ars (r=1,2...m) sa promenljivom xs na desnu stranu:

a1l X1 + az X2 +... Qin Xn + Xn+1 = b1-a1sXs
az1 X1+ az2 X2 +...+azn Xn + Xn+2 = b2-a2sXs (1)
ami X1+ am2 X2 +... @mn Xn + Xn+m= Dm-amsXs

Videli smo da obi¢no za prvo bazicno resenje uzimamo dopunske promenljive Xn+1, Xn+2,..., Xn+m.
To znaci da su tada ostale promenljive: X1,X2,...,.Xn SU jednake O (nuli). Znaci, pocetno bazicno
moguce resenje je:

Xn+1=b1

Xn+2=D2 (2)

Xn+m=bm
Za ovo bazi¢no resenje vrednost funkcije kriterijuma je 0, bas zato sto su dopunske promenljive
bazic¢ne sa koeficijentima u funkciji kriterijuma jednakim 0.

Trazimo novo moguce bazi¢no resenje na sledeci nacin:
pretpostavimo da nebazi¢na promenljiva xs nije jednaka 0, nego da uzima odredene pozitivne
vrednosti . 1zraz (1) se moze napisati kao:

Xn+1=D1-A15Xs

Xn+2=02-a2sXs (3)
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Xn+m=Dm-amsXs
ili uopste:

Xn+r=br'arsXs (r=l,2,...,m)(s=1,2,...,n) (4)

Prema tome kakav je znak koeficijenata ars, kad Xs raste, promenljive Xn+r , (r=1,2,...,m) ce
se menjati, sto znaci:
neke ¢e rasti (za ars <0), neke ¢e ostati nepromenjene (za ars =0), a neke ¢e imati vrednost manju
(za ars >0). Nas posebno interesuje zadnji slucaj. Zasto?

Zato $to se za ars>0 moze odabrati xs tako da jedna od promenljivih Xn+r postane =0. Na ovaj
nacin se moze eliminisati jedna od bazi¢nih promenljivih Xn+r. Pitanje je samo koju promenljivu
eliminisati. Posto nijedna od promenljivih Xn++ Nne moze biti negativna, uslov za eliminaciju se
dobija iz (4) stavljanjem da je Xn+r >0, tj:

br-arsXs=0 ii: x<— =z a,>0

rs

Da bi ovaj uslov bio zadovoljen, od svih koli¢nika br / ars (r=1,2,...m) bira se onaj
najmanje vrednosti. Ako sa r=i oznacimo promenljivu za koju se ostvaruje min koli¢nik, dolazimo
do uslova za eliminaciju bazi¢ne promenljive X; :

H:min(&)::—‘ za a, >0 (5)

Kada odredimo baz.promenljivu koju elimini§emo iz baze, precrtavamo i-tu vrstu.

Sto se tide vektora koji treba da udu bazu, tj. promenljiva xs koja treba da zameni
promenljivu Xi , ranije smo rekli da je to promenljiva za koju je simplex kriterijum cs- fs>0

Medutim, u praksi je usvojen priblizan kriterijum. Izbor promenljive Xs vrsi se ha osnovu
vrednosti koeficijenta c¢s u funkciji kriterijuma. Ako je koeficijent cs veci, pre je verovatno da ¢e
unosenje odgovarajuce promenljive xs u bazu dati ve¢u vrednost funkcije kriterijuma. Ovo ne
mora uvek biti tacno. Moze se rec¢i da se izbor promenljive xs vrsi prema najvec¢oj vrednosti
koeficijenata cs, tj. kriterijum za izbor nove bazi¢ne promenljive je:

ci=max(c)>0 (s=1,2,,...,n) (6)

Kada odredimo koju promenljivu eliminisati iz baze, precrtavamo j-tu kolonu.

Presek j-te kolone i i-te vrste je STOZER.

Postupak eliminacije i unosenje novih promenljivih u bazu radi se sve dok je ¢s>0 za nebazi¢ne
promenljive. Kada je ¢s<0 za sve nebazi¢ne promenljive, dosli smo do optimalnog resenja (ovo se
objasnjava time sto unosenje ma koje nebazi¢ne promenljive Xs sa negativnim koeficijentom cs<0
ne moze povecati vrednost f-je kriterijuma, nego je samo moze smanjiti).

Prilikom odredivanja koju promenljivu treba eliminisati iz baze, prema uslovu (5) moze se
desiti da koli¢nik b, / ars da iste vrednosti (minimalan i ars>0) za dve ili vise vrednosti r, pa se ne
moze odrediti kriterijum za eliminaciju, tj postoji vise promenljivih za koje je ispunjen uslov -
slucaj degeneracije.

Zakljucujemo, simplex tabela umesto algebarskih relacija koristi tabelarni nacin
prikazivanja matematickog modela LP. Postupak se svodi na to da se sukcesivnim putem odredi
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druga sli¢na tabela sa novim bazi¢nim promenljivim i to sve dotle dok se ne dode do optimalnog
resenja, tj. dok ne budu zadovoljeni kriterijumi optimalnosti. Uzastopne tabele odgovaraju
postupcima koje smo ranije izvodili preko matrica.

Izgled Simplex tabele je dat u tabeli 8.
Tabela 8 Simplex tabela

1 2 1 2 .. N ntl n+2 ... n+m br / ay
Xp b X1 X2 e Xn Xn+1  Xn#2 e Xnem
Xn+1 b1 di1 dio din 1 0 0
Xn+2 b2 do1 doo don 0 1 e 0
Xn+m bm ami  ame . Amn 0 0o .. 1
f C1 Co .. Cn 0 0o .. 0

Simplex tabela se formira na slede¢i nacin:

koeficijenti uz promenljive X1, X2,...Xn,...,Xn+1,-...Xn+m Prepisu kako su dati sistemom j-na. U prvoj
koloni su napisane sve dopunske promenljive (rekli smo da je najlakse za prvo bazi¢no moguce
resenje uzeti bas njh). Koeficijenti by, by,...,om se pisu u drugoj koloni. U poslednjoj vrsti su
napisani koeficijenti f-je kriterijuma redom koji odgovara promenljivim u zaglavlju tabele. Posto
su koeficijenti f-je kriterijuma uz dopunske promenljive 0, to se u produzetku poslednje vrste
nalaze 0. Na dnu druge kolone oznacena je vrednost f-je kriterijuma.

Na ovaj nacin je sastavljena pocetna tabela, zatim se ispituju uslovi za promenu bazi¢nih
promenljivih (uslovi 5 i 6). Kada se zamene bazi¢ne promenljive, dobija se nova tabela. VVrednost

novih bazi¢nih promenljivih se odreduju preko obrazaca:

. b .
X, =b ——-a; r#i
a.

b ” (7)

a

Koeficijente ars u novoj tabeli se odreduju preko obrazaca:

X =

. aiS .
A = A —— 4 ri
) ®)
' ais
& =
aij
Koeficijenti uz f-ju kriterijuma (poslednja vrsta tabele) odreduju se iz:
' ais 9
C =¢C — a_ ’ Cj ( )

ij
Vrednost f-je kriterijuma za novu bazu je:

fofe g (10)

ij
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Posto je pocetna baza sastavljena od dopunskih promenljivih, koeficijenti cs su 0, pa i f-ja
Kriterijuma ima vrednost 0. U slede¢im tabelama se to menja.

1.PRIMER

Dat je model LP:
(max)f=9 x; + 10 X,

pri pojedina¢nim ograni¢avaju¢im uslovima:
3X1+2X%,<240
2.5 X1 +5 %, <350
X1 < 65
X2 < 60

I opstem ogranic¢enju o nenegativnosti promenljivih:
X1, X2 >0

Nakon uvodenja dopunskih promenljivih:
(max)f=9 x; + 10 X, +0 X3+ 0 X4 + 0 X5 +0 Xg

3X1 +2Xy+ X3 =240

25X, +5X% + Xa =350

X1 +X5 =65
X2 +Xg =60

X1, X2....,.Xs = 0
(postoje¢e oznake: j-kolona vektora koji ulazi u bazu , i-vrsta vektora koji izlazi iz baze, s-
kolona, r-vrsta)

Tabela 0:
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Xy by X1 X2 X3 X4 X5 Xs by / &
X3 240 3 2 1 0 0 0 240/2
X4 350 2,5 5 0 1 0 0 350/5
Xs 65 1 0 0 0 1 0 65/0=00
Xs 60 0 1 0 0 0 1 60/1
0 9 10 0 0 0 0

Pocetno bazi¢no resenje je :
X3=240, X4=350, X5=65, Xs=60, X1=0, X=0,
Za dato pocetno resenje f-ja kriterijuma ima vrednost 0 (O na dnu druge kolone).

Trazimo novo bazi¢no moguce resenje na osnovu kriterijuma (5) i (6):
0= min(ﬂ) = :—i za a,>0 i ci=max(c)>0 (s=1,2,,...,n)
Ili posmatramo kriterijum optimalnosti: max;s (Cs-fs)=max; (C,-f2)=max; (10-0)=10

Posto je ¢, > ¢; (iz poslednje vrste se vidi da je 10 > 9), a ¢,=10, znaci da X2, odnosno A>—B,
treba da ude u novu bazu. Znaci j=2. Precrtamo j-tu kolonu.
Trazi se bazicna promenljiva koju treba eliminisati iz baze, tj. 6=min, (b,/ as ) , kao:
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b3 / a32=b1 / a1,=240 [ 2=120
b4 / a42=b2 / doo = 350/5=70
bs / asp=b3 / az; = 65 / 0 = beskonac¢no
be / aso=h4 / a4, = 60 / 1 = 60 ovaj koli¢nik ima minimalnu vrednost za r=i=4. Precrtavamo i-tu
vrtstu.
i : min; (X, / X;;) $to je isto kao i ovo gore.
U koloni 1 pod rednim brojem 4 se nalazi promenljiva Xs koja se eliminise iz baze, tj B—>Ae.
U tabeli zaokruzujemo r=4 i s=2, tj. ars=as»=1. Zaokruzeni broj se naziva Stozer ili Pivot.
Sada se po ve¢ poznatim obrascima preracunavaju promenljive. Nove bazi¢ne promenljive su: Xz,

X3, Xa, Xs. Novu bazu ¢ine: B=(Az, A3, Az, As)

Koriste¢i obrazac (7):

: b
X, =b ——-a;

r=2,345 j=2 i=4

r=i

racunaju se vrednosti novih bazi¢nih promenljivih (i=4, j=2)

b

_ 6 _ 4 _
X, _bz__'azz —bz__'azz =

62

b

42

60:60

Xy = bs—b—ﬁ-a32 :b3—b—“-a32 = 240—@-2 =120
a62 a42 1
X, =b, —&aﬂ =D, —b—“~a42 = 350—@-5=50
62 a‘42 1
xszbs—b—e-at.,z:b5 L a52=65—@-0:65
8g 42 1
Koeficijenti se racunaju po obrascu (8):
a'rszars—ﬂ-arj ri
a;
' ais
& = —
a;
zas=1,2,3,4,5 I r=1,234

a'n1=a11-(as1 / as2) aro
a'14=a14-(us [ as2) a12
a'21=a1-(as1/ A42) 22
a'24=824-(A4/ A42) A22
a'31=ag1-(as1 / au2) as2
a'34=a34- (s / u2) a2
a'sr=as1-(as1 / au2) a2
a'a4=a44-(A4s  As2) Qa2
za s=2 [

a'1o=a12-(a42 / as2) 12
a'1s=a15-(ass / as2) 12
a'20=820-(a42/ 842) A22
a'25=85-(us/ 842) A2
Q'3p=a32-(a42 / As2) Q32
a'35=a35-(aus / as2) Az
a's2=au2- (a2 / au2) a2
a'45=a45- (s / As2) Qa2

r=1,2,3,4

itd.... za s=3,4,5,6 i r=1,2,3,4:

a'13=a13-(as3 / au2) a2
a'16=a16-(aue / au2) A12
a'23=a3-(As3/ A42) A2
a'26=a26- (A6l A42) A22
a'33=az3-(as3 / u2) as2
a'36=a36-(aue / Au2) a2
a's3=au3-(au3 / u2) a2
a'46=a46- (46 / As2) Qa2




Predavanja 42

s=1 S=2: s=3 s=4: s=5: S=6:

a;1=3—2-%=3 a;2=2—2%=o a;3=1—2-%=1 a;4=o—%2=o aiS:O—%Z:O a1'6:0—%2:—2

. 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 1
8, =25-57=25 8, =25-5=0 a,=0--5=0 8, =1--5=12,=0--5=0 a,,=0-_5=-5
, 0, . 1 , 0 . 0 , 0 , 1

8, =1-0-7=1 2, =0-0=0 a,=0--0=02,=0--0=02,=1--0=1 a,=0-0=0

a;1=0—1-%=o a;12=1—%1=1 a;3=0—%1=0 a;4=0—%1=o a;5=0—%1:o a;6=1—%1:1

Koristeci obrasce (9) i (10):
b

c;:cs—%-cj [ f'=f+—"-c
aij aij
Odreduju se novi koeficijenti c's i vrednost f-je kriterijuma za novo bazi¢no resenje:
C'l:Cl-(a41 / a42) C2:9-(0/1) 10=9
C'2=Cr-(a42 / a42) co=10-(1/1) 10=0
C'3=C3-(as3/as2) ¢, =0-(0/1) 10=0
c'4=c4-(a44 /8.42) Co =0-(0/1) 10=0
C's=Cs-(ass /as2) ¢, =0-(0/1) 10=0
C'e= 06-(a46 /&42) Co :O-(]./l) 10=-10
f'=0+(by4 /as2) ¢, =0+ (60/1) 10=600

Formira se nova Simplex tabela: B=(As, As, As, Ay) 1=3,4,5,2

Tabela 1:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

X by X1 X2 X3 X4 X5 Xs by / &

X3 120 3 0 1 0 0 -2 120/3

X4 50 2,5 0 0 1 0 -5 50/2.5

X5 65 1 0 0 0 1 0 65/1

X2 60 0 1 0 0 0 1 60/0=00
600 |9 0 0 0 0 -10

Trazi se novo bazi¢no moguce resenje na osnovu kriterijuma (5) i (6):

0= min(;)—r) = :—‘ za a,>0 I ci=max(cs)>0 (s=1,2,,...,n)

Ili se posmatra kriterijum optimalnosti: maxs (Cs-fs)=maxs(c;-f1) =9

Posto je ¢; maksimalna, a ¢1=9, znaci da X;, odnosno A1—B, treba da ude u novu bazu. Znadi
J=1. Precrta se j-ta kolona.

Koja se bazi¢na promenljiva eliminise iz baze:

0=(b,/a;) su:
b3 / 331=b1 / a11=120 [ 3=40
byl asn=b,/a, =50/25=20 ovaj koli¢cnik ima minimalnu vrednost za r=i=2. Precrtava se i-ta
vrtsta.
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b5 / 351=b3 / az1 = 65 /1=65

b, / a21=b4 / as1 = 60 / 0 =beskonacno

i : min; (X, / X;;) $to je isto kao i ovo gore.

U koloni 1 pod rednim brojem 2 se nalazi promenljiva X4 koja se eliminise iz baze, tj B—>Aus.
U tabeli se zaokruzi r=2 i s=3, tj. as=a23=2.5

U bazu ulazi A1(A1—B) aizlazi Ay (B—AL) (precrtavamo ih)

Nove bazicne promenljive su: X1, Xz, X3, Xs.
Koriste¢i obrazac (7):

B=(A1, Az, As, As) r=1,235 i=2 j=1

x'r=br—3.arj r+i
aij
. b
X; =—
a;
Racunaju se vrednosti novih bazi¢nih promenljivih (i=2, j=1)
b, 50
x,=b——%.a,=—=20
1 bl a21 11 25
X, =b,— 2 .a = 60->0_60
ay 25
b 50
X,=b,——%-a, =120-—-3=60
3 3 31 25

21

X, :bs—:—z-a51 =65—§—g-1=45

21

Koeficijenti se racunaju po obrascu (8):

a, =a,——>-a, ri
8
' a'is
& =—
cH
zas=1,2,34,56 i r=1234 =2 i=1

a'11=a11-(a21 / A1) a11
a'14=a14-(a24 / 821) a1
a'21=821-(a21 / A1) 21
a'24=a24-(a24 [ 821) 821
a'31=a31-(a21 / A1) Q31
a'34=a34-(824 / 821) @31
a'41=a41-(a21 / A21) Qa1
a'a4=a4s-(A24 [ A1) Qa1

a'1p=a12-(a22 / A1) 11
a'1s=a15-(az5 / A1) Q11
a'22=a2-(a22 / A1) A1
a'25=a25-(az25 / A21) A21
a'3p=a32-(a22 / A1) Q31
a'3s=ass-(azs / a21) a3
Q'42=a42-(a22 / A1) Qa1
Q'45=aus-(a25 / A1) A1

a'13=313-(323 / 821) di1

a'16=a16-(a26 / 821) Q11
a'23=a23-(823 / @21) 21
a'26=826-(826 / 821) A21
a'33=a33-(823 / @21) A3t
a'3s=a36-(aze / 821) Q31
'43=a43-(823 / @21) a1
Q'46=au6-(826 / A1) a1
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s=1 S=2 s=3 s=4: s=15: S=6:

. 25 . 0 : 0 : 1 : 0 : -5
8, =8-8-20-08,=0-23=0 a;=1-73=1 a, =0--3=-12 2, =0-73=0 3, = 2-—-3=0

. 25 . 5 : 0 : 1 : 0
a21 = ZS_EZS = 1 azz = S—EZS = O 3.23 = 0—£25 = 0 a24 = 1—525 = 04 3.25 = O_£25 = 0

. 0

=0-—25=-2

a26 25

. 25 , 5 : 0 : 1 : 0
ay, :1—£1= 0 a, = 0—E1= 0 a, = 0—£1= 0 a, = 0—1-£ =-04 a, :1—£1=1

. 0

=0-—1=2

%o 25

. 25 : 5 . 0 : 1 : 0
a, = 0—2—50= 0 a, =1—2—50=1 a,; = 0—2—50= 0 a, = 0—0-2—.5 =0 a, = 0—2—50= 0

: 0

a46 = 1— 2—50 = l

Koriste¢i obrasce (9) i (10):

. a . . b
C,=C,——C I f'=f+—-c

aij aij
Odreduju se novi koeficijenti c's i vrednost f-je kriterijuma za novo bazi¢no resenje:
C'1:C1-(azl / 821) 01:9-(25/25) 9=0
C'2:C2-(a22 / 8.21) C1= 0-(0/25) 9=0
C'3=Cs-(az3/az1) ¢, =0-(0/2.5) 9=0
C'4:C4-(a24 /8.21) C1 =0-(04/25) 9=-3.6
C's=Cs-(azs /az1) €1 =0-(0/2.5) 9=0
C'e= C6-(826 /&21) C1 :O-(-2/25) 9=8
=600+ (b, /a;1) ¢, =600+ (50/2.5) 9=780
Formira se nova Simplex tabela:
Tabela 2:
1 2 3 4 5 6 7 8 9
X by X1 X2 X3 X4 X5 Xs by / &
X3 60 0 0 1 1.2 0 4 15
X1 20 1 0 0 0.4 0 -2 -10
X5 45 0 0 0 -0.4 1 2 22.5
X2 60 0 1 0 0 0 1 60
780 |0 0 0 -3.6 0 8

Trazi se novo bazi¢éno moguce resenje na osnovu Kriterijuma (5) i (6):
0= min(g) _b za a,>0 I ci=max(cs)>0 (s=1,2,,...,n)

rs is

I1i se posmatra kriterijum optimalnosti: maxs (Cs-fs)=maxs (Cs-Ts )=8
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Posto je ¢ maksimalna, a ¢s=8, znaci da Xs, odnosno As—B, treba da ude u novu bazu. Znadi
J=6. Precrta se j-ta kolona.
Koja se bazi¢na promenljiva eliminise iz baze:
min, (b;/ as) su:
bs / azs=b1 / a;6=60 / 4=15 ovaj koli¢nik ima minimalnu vrednost za r=i=1. Precrtava se i-ta vrtsta.
b1 / a16=b2 / dog = 20/-2=-10
b5 / 356=b3 / aze = 45 |2 =225
bz / 826=b4 / dag = 60/1=60
i : min; (X, / X;;) $to je isto kao i ovo gore.
U koloni 6 pod rednim brojem 1 se nalazi promenljiva X3 koja se eliminise iz baze, tj B—>As.
U tabeli se zaokruzuje r=1i s=4, tj. ars=a14=-1.2
U bazu ulazi As (As—B) a izlazi A; (B—A3) (precrtavamo ih)
Nove bazicne promenljive su: X1, Xz, Xs, Xe.  B=(A1, A2, As, As) r=3,2,56 i=1 j=6
Koriste¢i obrazac (7):

. b .
X, =b ——-a, ri
a;
. b
X; = —
a.

racunaju se vrednosti novih bazi¢nih promenljivih (i=1, j=6)
A L
X, =b " a,, = 20 4(2) 50

16

X, =b, 2 .a :60—%1:45

Xs :bs—&w':l% :45—%-2:15

6

Xg :b6—(:—1-a66 =%-1:15

16

Koeficijenti se racunaju po obrascu (8):

a; .
—a —s.g ri

zas=1,2,3,4,5,6
a'nn=ar1-(a11 / aie) aie a'1p=a1o-(a12 / a16) a1s a'13=ars-(a13 / a16) a1e
a'14:al4-(al4 / 3-16) di6 3'15:6\15-(6\15 / 6116) di6 a'16=316-(316 / 3-16) di6
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aﬁ:%:o aizzg=0 a;3=%=0.25 a1'4=%2=—0.3
aiSZ%ZO aies:'%:l
a, = % =1 a,=0 a,=05 a,=-02 a,=0 a,=0 Koristeci
a, =1 a, =0 a,, =05 a,=02 a,=1 a,=0
a, =0 a, =1 a,, = —0.25 a,=-03 a,=0 a;=0
obrasce (9) i (10):
. a . , b
C,=C, ——C I f'=f+—-c
a; a;
Odreduju se novi koeficijenti c's i vrednost f-je kriterijuma za novo bazi¢no resenje:
c'1=c;-(a11 / a16) c6=0-(0/4) 8=0
C'o= Cz-(alz / 8.16) C6:0-(0/4) 8=0
C'3= -2
c'y=-1.2
C'5:0
c'e=0
F'=780+(b; /ai6) cs =780+ (60/4) 8=900
Zadnjom iteracijom se dobija Simplex tabela 3, sa optimalnim vrednostima.

Tabela 3. Zadnja iteracija
1 2 3 4 5 6 7 8 9
X by X1 X2 X3 X4 X5 Xs by / &
Xs 15 0 0 0.25 -0.30 0 1
X1 50 1 0 0.5 -0.20 0 0
Xs 15 0 0 -0.50 0.20 1 0
X2 45 0 1 -0.25 -0.30 0 0

900 |0 0 -2 -1.2 0 0

MODIFICIRANI OBLICI SISTEMA-slu¢aj jednacina

Uopste, sistemi ograni¢enja u prakticnim primerima mogu se izraziti na razliite nacine:
sistemom nejednacina, sistemom jednacina u celini ili sistemom jednacina u pojedinim relacijama.

NPR:

max(f)=C1 X1 +C2 X2+...+ CnXn
a1 X1 + ae X2 +...+a1n Xn = b1 (1)
Az X1+ axz X2 +...+ axn Xn = b2

Aam1 X1 + am2 X2 +... +amn Xn = bm
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X1,X2,...,Xn 20
ili:
max(f)=C1 X1 +C2 X2+...+ CnXn
a1l X1 + a2 X2 +...+am Xn < b1 (2)
a1 X1 + Az X2 +...+ @z Xn = b2
ami X1 + amz2 X2 +... +@mn Xn = bm
X1,X2,...,Xn 20

U prethodnim izlaganjima je razmatran slu¢aj kada su ogranic¢avajuci uslovi dati u vidu
nejednacina i to oblika < 0. To je slucaj uvodenja tzv. dopunskih promenljivih Xq+ (r=1,2,...m),
¢ime se sistem nejednacina prevodi u sistem od m jednacina sa n+m promenljivih. Pocetno
bazicno resenje se lako odreduje, jer ga ¢ine dopunske promenljive. Nakon toga se primenjuju
simplex kriterijumi. U uzastopnim iteracijama u bazu se uvode efektivne promenljive, a izbacuju
dopunske, sve do odredivanja optimalnog resenja. Ono uglavnom sadrzi efektivne promenljive,
ali to ne znaci da i dopunske promenljive ne mogu ostati u bazi¢cnom resenju. Na ovaj nacin se
resava standardni problem maksimuma.

U slucaju sistema prikazanog u jednakosti (1), postupak je sli¢an, samo se u ovom slucaju
uvode tzv. vestacke promenljive X+ o (r=1,2,..m). U funkciji kriterijuma koeficijenti uz
vestacke promenljive su oznaceni kao (-M), gde je M relativno veliki konac¢an broj.

Posle uvodenja vestackih promenljivih, sistem (1) postaje:
max(f)=c1 X1 +C2 Xo+...+CnXn- M Xn+10- M Xn+20 ... = M Xn+mo

ai11 X1 + a2 X2 +...+a1n Xn + Xn+10 =b
az1 X1+ az X2 +...+aon Xn + Xn+20 = D2
ami X1 + am2 X2 +... +@mn Xn + Xn+m 0= Dm

X1,X2, .., Xn,Xn+10, ., Xn+m 0 = O
U matri¢nom obliku:

max(f)=(c1 C2 ...Ch -M ...-M) | x
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X

n+mo0
X=(X1, X2y+eesXnyee ey Xn4mo) = 0
Problem se resava na taj nacin sto se stavi da su sve efektivne promenljive jednake 0. Tada je:
(max)f=-M (Xp+10t...+Xn+mo
1 0.0 | X140 b,
01.0| X, b,

00.1||x b

n+mo m
odakle za b > 0 postoji pocetno bazi¢no resenje, sastavljeno samo od vestackih promenljivih, tj:
Xn+10 = D1
Xn+20 = D2
Xn+m o = Dm

Primenom poznatih sismplex kriterijuma iz baze se postepeno izbacuju vestacke promenljive, a
uvode efektivne, uvecéavaju¢i tako f-ju kriterijuma.

Uslov optimalnosti: svi fs-Cs>0,
ako jedan nije u novu bazu ulazi min (fs-Cs) <0.

Razlika izmedu dopunskih i vestackih promenljivih
Dopunske promenljive predstavljaju deo sistema ogranic¢avajucih uslova, tj. predstavljaju vezu
izmedu sistema jednacina i nejednacina.
Vestacke promenljive nisu deo sistema ogranic¢avajuc¢ih uslova. One su samo privremeno unete u
sistem i nemaju nikakvog znacenja. Daljim iteracijama se one eliminisu iz baze, pa u optimalnom
resenju ne moze biti nijedan od njih (dopunske promenljive mogu ostati u bazi¢cnom resenju i to
dosta cesto).

Pri resavanju problema sa vestackim promenljivim, mogu nastati_tru slucaja:
1. Posle niza uzastopnih iteracija dolazi se do optimalnog resenja, a iz optimalne baze su
eliminisane sve vestacke promenljive.
2. Zadovoljen je kriterijum optimalnosti, ali se u optimalnoj bazi pored efektivnih nalaze i
vestacke promenljive sa vrednostima 0. To znaci da u optimalnoj bazi ima vise uslova nego sto je
potrebno, ali oni medusobno ne protivurece.
3. Zadovoljen je kriterijum optimalnosti, ali se u optimalnoj bazi pored efektivnih nalaze i
vestacke promenljive koje nisu sve jednake 0. To znaci da ne postoji optimalno resenje, jer ili su
ogranicavajuci uslovi protivure¢ni ili ne postoji moguce resenje. Znaci, problem nema resenja.

Ovaj metod je poznat i kao M-metod.
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PRIMER:
(max)f=0.2 x;+0.1 X, + 0.3 X3
2 Xo+ X3 =100
2 X1 + Xo+2 X3=250
X1:40
X1, X2, X3 20
Posle uvodenja vestackih promenljivih X4, Xs, X dobija se:
(max)f=0.2 x3+0.1 X2 + 0.3 X3- M (X4+X5+Xs)
2 Xo+ X3 +X4 = 100
2 X1 + Xot2 X3+ X5 =250
X1+ X =40
X1, X2, X3, X4, X5, Xg =0
U matricnom obliku:
Xl

(maX)f:(O.Z 0.1 0.3 -M -M -M) X,

XG
021100 | x 100

212010]|... |=| 250
100001 | x| |40
Az Az AsAs As

X=(X1, X2,...Xg) =0
Za odredivanje pocetnog bazi¢nog resenja stavlja se da je x1=x,=x3=0. Pocetna baza je sastavljena
od vestackih promenljivih. Tako se lako dolazi do poc¢etnog bazi¢nog resenja za vektor b, kao i do
resenja za nebazicne vektore A, Ay, As,
Poletnu bazu ¢ine vektori (As, As, As)  r=4,5,6
B x,=b /B
BBix=B'h
x=B1hb
100][x,] [100
010 ||x =250
001X 40
X4 =100, Xx5=250, Xc=40, X1=0, X»=0, X3=0
Vektori van baze, a to su Ai, Az, Az, mogu se napisati kao linearna kombinacija bazi¢nih vektora,

m
tj. sa s su oznaceni vektori van baze, onda je: > x. A = A (s=m+1, m+2,...,n), 0dnosno x;s=B*A..

r=1

Za s=1 je:
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%, ] [100][0
X, |=1010]|]2 Xs1=0, X51=2, Xg=1
[ X | [001]]1
Za s=2 je:
X,| [1 00]][2
X, [=1010 |-|1 Xa=2, Xso=1, Xg=0
X, | [001]]0
za s=3 je:
x| [100]]1
X3 |[=1010 || 2 Xa3=1, Xs53=2, Xg3=0
%] |001]]0
Vrednost funkcije kriterijuma za ovo resenje je:
0
X, 0
f=(C1C, C3 -M -M -M) % =(02 01 03 -M -M —M)- 200 = -390M
X 250
40

Treba ispitati da li je ovo resenje optimalno. Treba izracunati sve f:

Za s=1:

f,=(0.20.10.3-M-M —M)-

Zas=2:

f,=(020103-M -M —M):-

Za s=3:

P NV O o o o
Il
|
w
<

-3M

O Pk DD O O O

50
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f,=(020103-M —M — M)-

I
o NP oo o
Il
|
w
<

Vrednost f-je kriterijuma za vektor b i ostale nebazic¢ne vektore je:
f=-390 M f1=-3M f,=-3M f3=-3M

Simplex kriterijum zbog negativnih koeficijenata u f-ji kriterijuma za vestacke promenljive
je mins (fs‘Cs)<O:
f1-C1:-3M-0.2 fz-C2:-3M-O.1 f3-C3=-3M-0.3
Uslov optimalnosti nije zadovoljen, pa resenje nije optimalno.
Za s=j=3 je zadovoljen uslov. To znaci da Az —>B (ulazi u bazu).

Koji vektor se izbacuje iz baze?

A min(ﬁ), X; >0

1 1

Iz baze se izbacuje vektor sa minimalnim pozitivnim koli¢cnikom. Znaci, ako je za r=i koli¢nik
odgovarajucih resenja minimalan, pri ¢emu je x;>0, vektor A; treba izbaciti iz baze.
Znaci:

X 10 400 K20 g5 X% 40

X3 1 Xsg 2 Xes O
Za i=r=4 ostvaren je minimalni koli¢nik. To znaci da vektor A, izlazi iz baze, tj. B>Au.

Nova baza je B=(As, As, As).
U sledecoj iteraciji treba naci inverznu matricu:

100 120
B=|210| B"=B'={010| (kao prvi korak u trazenju invezne matrice)
001 001

Drugi korak kod nalazenja inverzne matrice je odredivanje koeficijenata transponovane matrice,
na sledeci nacin:

B {10}:1-1—(0-0):1 B :{OO}:O-l—(O-O):O B {10}20
17101 12 01 B 100

5 :{20}:_2 5 {10}:1 5 :{12}0

21 01 22 01 23 00

o :{20}:0 o :{10}0 . {12}:1

31 10 32 00 33 01

adjungovana matrica i determinanta (odredena iz BT) su:
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1 0 0
adiB={-2 1 0
0 0 1
detB=1-B,+2-B,+0-B,=1-1+2-0+0-0=1
Inverzna matrica je:

. 1 0 0 1 0 O
2B 1, olol2 10
B I8l 00 1 00 1
Posto je:
x=B1hb
X, 10 0][100] [100
X |=|-21 0]-{250|=(50 X3=100 X5=50 Xs=40
Xg 001]|40 40
Sada jes=1,2,4:
za s=1.
'x,, | [1 0 0][0] [O
X, |=|-21 0[-|2|=|2 X31=0 X51=2 Xe1=1
[ X | (00 1 (1] |
za s=2:
'x,| [1L 0 0][2] [2
X, |=|-21 O |1|=|-3 X30=2 X50=-3 Xg2=0
X, | |00 1 |[0] [O
za s=4.
%, ] [1 0 O][1] [1
X, |=1-21 0}:|0|=]-2 Xa4=1 X54=-2 X54=0
[ X4 | |00 1]|0) |O
vrednosti funkcije kriterijuma za nadena resenje su:
0
0
100
f=(020103-M -M —M)- 0 = (30—-50M —40M) = 30-90M
50
40

Treba ispitati da li je ovo resenje optimalno. Rac¢unaju se svi fs:

Za s=1:

52
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0
0
0
f,=(020103-M -M -M)- 0 =-3M
2
_1_
Za s=2:
0
0
2
f,=(020103-M —M —M)- 0 =03-2—(-3)M =06+ 3M
-3
_O -
Zas=4:
o
0
1
f,=(020103-M - M - M)- 0 =03-(-2)M =03+2M
-2
_O -
Vrednost f-je kriterijuma za vektor b i ostale nebazi¢ne vektore je:
f=30-90M f1=-3M f,=0.6+3M f,=0.3+2M

Simplex kriterijum zbog negativnih koeficijenata u f-ji kriterijuma za vestacke promenljive
je mins (fs‘Cs)<O:
fi-c;=-3M-0.2 f,-c,=3M+0.5 f4;-c,=3M+0.3
Uslov optimalnosti nije zadovoljen, pa resenje nije optimalno.
Za s=j=1 je zadovoljen uslov, posto je (fi1-c1)<0. To znaci da A1 =B (ulazi u bazu).
Koji vektor se izbacuje iz baze?
A min(ﬁ), X; >0
X i
Iz baze se izbacuje vektor sa minimalnim pozitivnim koli¢nikom. Ako je za r=i koli¢nik
odgovarajucih resenja minimalan, pri ¢emu je x;>0, vektor A treba izbaciti iz baze.
Znaci:
ﬁ=@=oo ﬁ=@=25 ﬁ=@=40
Xgy 0 X, 2 X 1
Za i=r=5 ostvaren je minimalni koli¢nik. To znaci da vektor As izlazi iz baze, tj. B—>As.
Nova baza je B=(A1, Az, As).
Trazi se inverzna matrica:
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010
B=|220
101

021

B"=B=(120

001

(kao prvi korak u trazenju invezne matrice)

54

Drugi korak kod nalazenja inverzne matrice je odredivanje koeficijenata transponovane matrice,
na sledeci nacin:

Bll=|:

B

21
20

20

01}=
{21

2ol01]

831:{

2

|--2

BlZ = _{
Bzz = {
Bsz = _{

-2

107
01|

12
-1 By=|,|=0
02
B =4 o|=0
02
By =|,, | =2

adjungovana matrica i determinanta (odredena iz BT) su:

2 -1 0
adjiB=-2 0 0
2 1-2

detB=0-B,+2-B,+1-B;,=0-2+2-(-1)+0-0=-2
inverzna matrica je:

gt-> - Ll )
B 8] _
Posto je:
x=B1hb
X -1 050
X, 1 00}
X, 1-051
Sada jes=2,4,5:
za s=2:
'x,| [-1 05
X3, 1 0
| X5 | | 1-05
za s=4:
x, ] [-1 05
Xa4 1 0
[ Xes | | 1-05
za S=5:
(x| [-1 05
Xgs 1 0
| Xss| | 1-05

*

25

250 | =100

15

05

-05

X1:25 X3=100

X12=-1.5

X14=-1

X15:0.5

Xe=15

X32=2

X34=1

X35=0

Xg2=1.5

Xga=1

X65=-O.5
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vrednosti funkcije kriterijuma za nadena resenje su:

25
0
100
f=(020103-M -M -M)- 0 =02-25+03-100+15-(-M) = 35-15M
0
_15 .
Treba ispitati da li je ovo resenje optimalno. Racunaju se svi fs:
Za s=2:
[-15]
0
2
f,=(020103-M - M —M)- 0 =03-15M
0
15 |
Zas=4.
—1]
0
1
f,=(020103-M -M - M)- 0 =01-M
0
_1 _
Za s=5;
05
0
0
f.=(020103-M -M - M)- 0 =01+05M
0
05|
Vrednost f-je kriterijuma za vektor b i ostale nebazic¢ne vektore je:
f=35-15M f,=0.3-1.5M f,=0.1-M  f5=0.1+0.5M

Simplex kriterijum zbog negativnih koeficijenata u f-ji kriterijuma za vestacke promenljive
je mins (fs-Cs)<0:
f,-c,=0.2-1.5M f4-c,=0.1 fs-cs=0.1+1.5M
Uslov optimalnosti nije zadovoljen, posto je samo (f2-c2)<0, pa resenje nije optimalno.
Za s=j=2 je zadovoljen uslov, posto je (f-c2)<0. To znaci da A2 —»B (ulazi u bazu).
Koji vektor se izbacuje iz baze?
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A ominCr), x>0
ij j
Iz baze se izbacuje vektor sa minimalnim pozitivnim kolicnikom. Ako je za r=i koli¢nik
odgovaraju¢ih resenja minimalan, pri cemu je x;;>0, vektor A treba izbaciti iz baze.
Znadi:
X, 25 _ X, _ 100 _ Xs 15

— =——=—...(ne razmatra se) — 50 —=—=10
X, —15 Xp 2 Xe 15

Za i=r=6 je ostvaren je minimalni koli¢nik. To znaci da vektor Ag izlazi iz baze, tj. B—>Ae.
Nova baza je B=(A1, Az, As).
Trazi se inverzna matrica:

021 021
B=|212| B'=B'=|210| (kao prvi korak u trazenju invezne matrice)
100 120

Drugi korak kod nalazenja inverzne matrice je odredivanje koeficijenata transponovane matrice,
na sledeci nacin:

5 :{10}20 5 :{20}0 5 :{21}3
11 20 12 10 13 12
3 :{21}:2 3 {01}_1 3 :_{02}:2
21 20 22 10 23 12
. {21}:_1 5 :_{01}:2 5 :{02}_4
110 % 20 ® 121
adjungovana matrica i determinanta (odredena iz BT) su:
0 0 3
adiB=|2 -1 2
-1 2-4

detB=0-B,+2:-B,+1-B,=0-0+2-0+1-3=3
inverzna matrica je:

. 0 0 3 0 0 3
SIS RIS R
B I8l -1 2 -4 3—1 2 —4
Posto je:
x=B1h

X, 0 0 37100 120] [40

X, Ll o1 2280 =%30 =110

X, -1 2 -4]40 240| |80

X1:40 X2=10 X3=80
Sada je s=4,5,6:
za s=4.




Za S=h:

Za S=6:

vrednosti funkcije kriterijuma za nadena resenje su:

f=(020103-M -M —M)-

40
10
80
0
0
0

=33

Treba ispitati da li je ovo resenje optimalno. Racunaju se svi fs:

Zas=4:

f, =(0.20.10.3-M —M —M)-

Za s=b:

f.=(0.20.10.3—-M —M —M)-

Za S=6:

=0.17

=-0.03

Predavanja

X4 0 0 3] [0 |

1
Xos 5 2-1 2| 2 X14=0 X24=2/3 X32=-1/3
| X3, -1 2-4 1]
X5 0 0 3] [0 |

1
Xps é 2-1 2| -1 X15=0 Xo5=-1/3 X35=2/3
X35 -1 2-4) 12 |
Xi6 0 0 3] I

1
Xog 5 2-1 210 X16=1 X26=2/3 X36=-4/3
| Xag -1 2-4] -4

57
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3
2
—4
f,=(0.20.10.3-M -M -M)- 0 =-0.13
0
_O .
Vrednost f-je kriterijuma za vektor b i ostale nebazic¢ne vektore je:
=33 f4:-0.1 f5:O.5f6:-0.4

Simplex kriterijum zbog negativnih koeficijenata u f-ji kriterijuma za vestacke promenljive
je mins (fs‘Cs)<O:
f4-c,=M-0.1 f5-cs=M+0.5f5-cs=M-0.4
Optimalno resenje je:
X1=40 X»,=10 x3=80
sa max vrednoscu f-je kriterijuma (max)f=33

PROBLEM MINIMUMA

Opsti problem minimuma je dat u obliku:

(Min)W=c1 X1 +C2 X2 +...+CnXn

ai1 X1 + a2 X2 +...+awn Xn = b1

ax1 X1 + @z X2 +...+ @xn Xn 2 b2

ami X1 + @mz X2 +... @mn Xn 2 bm

X1,X2,...,Xn 20
Problem se resava tako s§to se sistem nejednacina prevodi u sistem jednacina uvodenjem
dopunskih promenljivih. Dopunske promenljive su sa znakom - (minus), jer su ograni¢enja tipa .
Koeficijenti uz dopunske promenljive u f-ji kriterijuma su 0 (nula).
Posle uvodenja dopunskih promenljivih, sistem ograni¢avajucih uslova postaje:

ai11 X1 + a2 X2 +...+a1n Xn - Xn+1 =b;
az1 X1 + azz X2 +...+azn Xn - Xn+2 = b (1)
dmi1 X1 + am2 X2 +...+a@mn Xn - Xn+m= Dm

X1,X2, .00, Xny ey Xn+m20
Preko sistema (1) se ne moze neposredno odrediti pocetno bazi¢no moguce resenje ako je b, > 0
(za svako r=1,2,...m). Ako je b, < 0 za svako r, tada se preko dopunskih promenljivih xn., dolazi
neposredno do resenja.

Znaci, za slucaj by > 0 za svako r=1,2,..m do resenja se dolazi uvodenjem vestackih
promenljivih Xq:r0 (r=1,2,...m) sa koeficijentima +M u funkciji kriterijuma, gde je M relativno
veliki konacan broj.
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Nako uvodenja dopunskih i vestackih promenljivih, problem linearnog programiranja
postaje:
(Min)W=c1 X1 +C2 X2 +...+CnXnt0Xn+1+...+OXn+mtM(Xn+10+Xn+20+...+Xn+mo)

ai11 X1 + az X2 +...+a1n Xn - Xn+1 +Xn+10 =b
adz1 X1 + azz X2 +...+az2n Xn - Xn+2 +Xn+20 = D2 (1)
am1 X1 + am2 X2 +...4+a@mn Xn - Xn+m +Xn+mo= Om

X1,X2, .., X0, X041, .., Xn#m, Xn+10t...+ Xnemo = 0
U ovom sistemu se nalazi:
2m+n promenljivih, od kojih je n efektivnih, m dopunskih i m vestackih

Pocetno bazicno moguse resenje se odreduje tako sto se efektivne i dopunske promenljive
izjednace sa 0 (nulom ), pa ga ¢ine vestacke promenljive. Dalji postupak je isti kao i kod problema
maksimuma.

Kod kriterijuma za ulazak vektora u bazu, koji ovde glasi maxs(cs-fs)<O uzima se najveca
negativna vrednost. Kriterijuma za izlazak iz baze je isti kao kod problema maximuma.Resenje je
optimalno za cs-fs > 0 za sve vrednosti s.

1. PRIMER
Resiti dati problem minimum:
(min)W=10 x; +15 x>
2 X1+ X2250
5x1+3x2280
X1,X2 =0
Nakon uvodenja dopunskih promenljivih, system postaje:
(Min)W=10 x1 +15 X2+0x3+0X4

2 X1+ X2 -X3 =50
5Xx1+3X2 -X4=80
X1,X2,...X4 20

Posto se iz sistema ne moze neposredno odrediti pocetno bazicno resenje, uvode se vestacke
promenljive Xso I X40, pa System postaje:

(Min)W=10 X1 +15 X2+0x3+0X4+M(X30+X40)

2 X1 + X2 -X3 +X30 =50

5X1+3X2 -X4+Xa0=80

X1,X2,...X4,X30,X40 =0
U matri¢cnom obliku:

Xl

(MiNW=(10 15 0 0 M M) ™

X40
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21-1 010]|™ 50
{53 0-1 01] :{80}
X4O
A1 Az Az As As As b
X= (X1,X2,X3,X4,X30,X40) =0
Za odredivanje pocetnog bazi¢nog resenja stavlja se da je X;=X,=X3=x4=0. Pocetna baza je
sastavljena od vestackih promenljivih, tako se lako dolazi do pocetnog bazi¢nog resenja za vektor
b, kao i do resenja za nebazicne vektore Az, Az, As Ay,
Pocetnu bazu ¢ine vektori (As, As)  r=5,6
B x,=b /B
BBix=B'b
x=B1hb
10Xy 50
o) o
X30=50, X40=80, X1=0, X»=0, X3=0, X4=0
Postupak za trazenje optimalnog resenja je dalje isti kao i kod problema maksimuma, bez obzira

koji ¢e vektor uci u bazu. Bitno je da u optimalnom resenju ne bude vestackih promenljivih Xz |
X40.

2. PRIMER
Odrediti pocetno bazi¢no resenje za dati problem linearnog programiranja:
(max)f=5 x1 +6 X2
X1+ 3x2<L18
5x1+2x%x2 £ 25
TX1+4x2>2 28
-X1+2%X22 2
X1,X2 20
Nakon uvodenja dopunskih promenljivih, sistem izgleda:
(max)f=5 x1 +6 X2+0x3+0x4-0x5-0Xe

X1+ 3X2 +X3 =18
5X1+2X2 +Xg =25
7X1+4 X2 -Xs5 =28
-X1 + 2 X2 -Xp = 2

X1,X2,...Xe 20

Posto se iz sistema ne moze neposredno odrediti pocetno bazi¢no resenje, jer dopunske
promenljive ne odreduju bazicno moguce resenje (jer kada je X; = X, =0, X5=-28 | Xg=-2),
transformise se trece i cetvrto ogranicenje uvodenjem vestackih promenljivih Xzo 1 Xgo, pa je
sistem:

(max)f=5 x1 +6 X2+0x3+0x4-0x5 -0Xs + M(X70+Xs0)

X1+ 3X2 +X3 =18
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5X1+2X2 +X4 =25
7X1+4 Xz -Xs5 +X70 =28
-X1 + 2 X2 -X6 +Xgo= 2
X1,X2,...Xg 20

U matricnom obliku:
Xl

(max)f=5 6 0 0 0 0 -M -M)|™

X80
1310 0000 18
5201 0000 || 25
7400-1010]||" | |28
1200 0-101|Ld |7
ArAs As Ay As As A7 Asg b

X= (X1,X2,X3,X4,X5,X5,X70,X80) >0
Za odredivanje pocetnog bazicnog resenja stavlja se da je X;=X,=Xs=Xs=0. Pocetna baza je
sastavljena od dopunskih i vestackih promenljivih. Tako se lako dolazi do pocetnog bazi¢nog
resenja za vektor b, kao i do resenja za nebazic¢ne vektore A, Az, As As,
Pocetnu bazu ¢ine vektori (Asz, Az, A7, As) r=3,4,7,8

Bx=b/B*
BB!x=B!b
x=B1b

10007 [x, ] [18
0100/ |x, | |25
0000 | |x,| |28
0001 ||x,]| |2

X3:l8, X4=25, X70:28, X80:2, X1=0, X2=0, X5=0, Xe=0
U optimalnoj bazi ne mogu stajati vektori A7 i Agkoji odgovaraju vestackim promenljivim.

(Specijalni slucajevi)
PROBLEM DEGENERACIJE

Problem degeneracije nastaje kada su uslovi za promenu vektorske baze takvi da se ne

moze jednoznac¢no odrediti vektor koji treba eliminisati iz baze. Uslov za eliminisanje vektora iz
baze je:

. X
6 = min(—), X; >0
1
U slucaju da se jave dve ili vise vrednosti za r sa istim minimalnim koli¢nikom, nije lako
opredeliti se za promenljivu koju treba eliminisati iz baze. To znaci da se u narednoj iteraciji ne
moze vektor b izraziti kao linearna kombinacija bazi¢nih vektora sa pozitivnim mnoziteljima x,
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za svako r=1,2,...m. U tom slucaju je 6 = 0 i vrednost f-je kriterijuma se ne moze povecati,
odnosno moze doci do ciklicnog ponavljanja sukcesivnih baza sa istom vrednoséu f-je kriterijuma
I do nemogucnosti odredivanja optimalnog resenja i max vrednosti f-je kriterijuma.

U praksi se problem degeneracije relativno lako otklanja razli¢itim postupcima. U slucaju
malog broja promenljivih, resenje se relativno lako sagledava. Za veci broj promenljivih veoma je
poznat Charnes-ov (perturbacioni) metod.

DUALNI PROBLEM

Osobina linearnog programiranja je da svakom problemu odgovara drugi, poznat pod
nazivom dualni_problem. U pogledu zahteva, postoji inverzija izmedu primarnog i dualnog
problema. Tako, ako je kriterijum u primaru izrazen u vidu maximuma, u dualu je izrazen u vidu
minimuma. Isto tako, ako postoji optimalno resenje primarnog problema, postoji i optimalno
resenje odgovarajuceg dualnog problema. Ova osobina je korisna za lakse resavanje problema u
slucaju da je jedan od problema (primar ili dual) jednostavniji. Tako se ponekad slozeni problem
prevodi u dual da bi se lakse resio, a zatim se iz njegovog resenja cita resenje za primarni
problem.

Duali problem je veoma znacajan zbog uspostavljanja veze izmedu linearnog programiranja
| teorije igara.

Za dati problem linearnog programiranja:

(max)f=c1 X1 +C2 X2+...+CnXn
a1 X1 + a2 X2 +... +amn Xn < b1
a21 X1 + @22 X2 +... +@zn Xn < b2

ami X1 + amz X2 +... +@mn Xn < bm
X1, X2, ... Xn 20

dualni problem je:
(min)v=bs1 y1 +b2 yo+...4+bm Ym
aiyr+az y2 +... tami Yym 2 C1
anzy1tazy2+.. tam2 Yym 2 C2

ainy1 + azxn Y2 +... +@mn Yn 2 Cn
Y1, Y2, ... Ym20
gde su y1, y2,...ym dualne promenljive, a v f-ja kriterijuma dualnog problema.
U matricnom obliku:
- primar:
(max)f=C x
Ax<b
x 20
- dual:
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(min)v=b Y

AY2>C

y 20

Dual se od primara dobija (tako sto izvrsi transponovanje vrsta i kolona ogranicavajucih
uslova primara) na sledeci nacin:

- u f-ji kriterijuma ako je zahtev bio dat u vidu maximuma, u dualu se daje u vidu min i obratno

- koeficijenti u f-ji kriterijuma postaju slobodni ¢lanovi ograni¢enja u dualu, a slobodni ¢lanovi
ograni¢enja u primaru postaju koeficijenti f-je kriterijjuma u dualu, samo sto su sada
transponovani, tj. vektor kolone b postaje vektor vrste, a vektor vrste C postaje vektor kolone u
dualu

- ako su nejednacine u primaru tipa < (za max) , u dualu su tipa = (za min)

To znaci da ako su ogranic¢avajuci uslovi primarnog problema dati sistemom od m
nejednacina sa n promenljivih, onda su ogranicavaju¢i uslovi duala dati sistemom od n
nejednacina sa m promenljivih.

Prema simplex kriterijumu, uslov za optimalno resenje je:

(cs-fs )< 0 i (fs-cs)>0 za nebazi¢ne promenljive

1. PRIMER
Primar: (max)f=5x1 +6 Xz
X1+3X2<18
5x1+2x2<25
X1, X220
Dual: (min)v=18 y1 +25y»
y1+5y22>5
3y1+2y22>6
y1,y220
2.PRIMER
Primar: (max)f=9x1 +10 x2
3X1 + 2 X2 <240
2.5X1 + 5 X2 <350
X1 <65
X2 <60
X1, X220
Dual: (min)v=240 y1 +350 y»+65 y3+60 y4
3y1+25Yy2+y3>9
2y1+5Yy2+ys210
Yi,.., Y420
3.PRIMER
Primar: (max)f=4x1 +5 x2
4x1 + X2 <44
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X1+ X2<14
-2X1 +3X2 £ 21
X1 +3x2 < 30
X1, X220
Dual: (min)v=44y1 +14 y>+21 y3+30 ya
4y + Y2 -2y3 +ys > 4
y1+ Y2 +3y3 +3ys 25
Yi,.., Ya=0 (lakse se resava dual)
Optimalno resenje duala se moze odrediti iz simplex Kkriterijuma primarnog problema za
dopunske promenljive kao:
Ys=-(Cn+s-fn+s) = faes-Cnss  gde je n-broj efektivnih promenljivih, a s=1,2,...m se odnosi na
dopunske promenljive ili Ys=-(Cs-fs) = fs-Cs
Ako dopunska promenljiva figurira u optimalnoj bazi, prema teoremi 7, odgovaraju¢a dualna
promenljiva jednaka je 0.

TEOREME DUALNOSTI

1. Dual dualnog problema daje primarni problem (svejedno je koji je od problema oznacen kao
primar, a koji kao dual)

2. Za svako moguce resenje X primarnog problema i odgovarajué¢e moguée resenja vy duala,
vrednost f-je Kkriterijuma primarnog problema je manja ili najvise jednaka vrednosti f-je
Kriterijuma duala

3. Ako je xo_ moguce resenje primarnog, a Yo dualnog problema, tako da je C xo = b vo, 0nda je X
optimalno resenje primarnog, a Yo optimalno resenje dualnog problema

4. Ako primarni problem ima optimalno resenje, tada i dual ima optimalno resenje

5. Ako je k-to ograni¢enje primarnog problema dato u vidu jednacine, tada je odgovarajuc¢a dualna
promenljiva yy neodredena u znaku

6. Ako je i-ta promenljiva primarnog problema neodredena u znaku, tada je i-to ograni¢enje duala
dato u vidu jednacine

7. Ako se dopunska promenljiva Xn+ , kKoja odgovara r-tom ograni¢enju primarnog problema
nalazi u optimalnoj bazi, odgovarajué¢a dualna promenljiva y, u optimalnom resenju duala jednaka
je0

8. Ako se efektivna promenljiva x, primarnog problema nalazi u optimalnoj bazi, odgovarajuce r-
to ogranic¢enje duala dato je u vidu jednacine, odnosno odgovarajué¢a dopunska promenljiva duala

Ym+r jednaka je 0

VRSTE DUALNIH PROBLEMA

Po formi, postoje dve vrste dualnih problema:

- simetri¢ni

- nesimetric¢ni

Simetri¢ni problem je u sluc¢aju da su u primarnom problemu sva ogranic¢enja istog smera, tj.:
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Zn:a X, <b, r=12,..,n

(minv =" y,b,
r=1

D y.a, = C, s=12,..,n
r=1

y, 20, r=12,..m

Nesimetri¢ni dualni problem nastaje u sluc¢aju kada sva ograni¢enja u primaru nisu istog smera,
tj.:

(max)f = > Cx,
s=1

n
D ax <b, r=12,.., i<m
s=1
n
D ax =b, r=i+1i+2
s=1
n
ax >b r=i+3,..,m

=1
X, 20, s=12,...,n
Za ovaj problem dual je nesimetri¢an, pa promenljiva moze biti i negativna, tj. ne postavlja se
onaj opsti oblik da promenljive duala moraju biti nenegativne.
Dual za ovaj slucaj je:

(minyv = y,b,

w

> ya,2C s=12,..,n
r=1
y, >0, r=12,..,i i<m

Ili ako je primar:
(max)f = ZH:CSXS

sj=1
n
D ax =b, r=12,.,m
s=1

X, 20, s=12,...,n
dual je:
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(min)v = >"y,b,
m . dakle, nema opsteg ogranicenja.
Zyrars Zbr I‘=1,2,...,m

r=1

1. PRIMER
Dat je primarni problem: (max)f=40x; +30 X
X1+ 2 X2<100
5x1 + 3x2 <500
x1<70
X1, X220
Posle uvodenja dopunskih promenljivih:
(max)f=40x1 +30 x2+0x3 +0x4 +0x5
X1+ 2 X2 +X3 =100
5x1 + 3x2 +X4 =500
X1 +Xx5 =70
X1, .. X5 =0
ili u matricnom obliku:
Xl

X
(max)f = (40300 0 0)-| *
X5

Xl
12 100 ) 100
53010/ ?|=]500
1000 1|]| " 70

X5
A A AAA
X = (X, X;,X3,%X,,%;) =0
Vektor b je vektor tre¢eg reda i ukupan broj promenljivih je 5. Za dobijanje poc¢etnog bazi¢no
moguceg resenja, formira se baza sastavljena od 3 vektora. Najlakse je ako se za pocetno resenje
uzme da bazu cine vektori uz dopunske promenljive, tj. ako je X1= X»=0 i bazu cine jedinicni
vektori koji odgovaraju dopunskim promenljivim Xz, X4, Xs.
Poletnu bazu ¢ine vektori (As, As, As)  r=3,4,5
B x=b/B*
BBix=B'h
x=B1hb
101][x| [200
010(|x,|=|500
001]]|x 70
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X5=70, X4=500, X3=100, X1=0, X2=0
Vektori van baze, a to su A;, A, mogu se napisati kao linearna kombinacija bazi¢nih vektora, tj.

ako sa s ozna¢imo vektore van baze, onda je: > x.A = A (s=m+1, m+2,...,n), a odavde xs=B*A..

r=1

Ovde je s=1,2.

Zas=1 je:
Xs1 1011
X, |=1010(:5 X31=1, Xau1=5, X5=1
(X, | [001]]1

Za s=2 je:
X3, 1 01]]|2
X, |=1010 |3 X30=2, X=3, X5,=0
X, | |001]10

Vrednost funkcije kriterijuma za ovo resenje je:

0
Xl
) 0
f=(C1 C, 0 0 0)| *|=(4030000)-{100|=0
500
X5
70

Znaci vrednost funkcije kriterijuma za ovo bazi¢no moguce resenje je 0.
Treba ispitati da li je ovo resenje optimalno, tj. pod brojem 3. Ako je C-fs < 0 za sve nebazi¢ne
vektore (s), resenje je optimalno. Racunaju se svi f:

Zas=1. Zas=2.
1 2
f,=(000)[5[=0 f,=(000)-[3|=0
1 0
Trazi se Cs-fsza s=1,2:
C,-f;=40-0=40
C,-,=30-0=30

Vidi se da uslov optimalnosti Cs-fs< 0 nije zadovoljen, pa resenje nije optimalno
Sada se vrsi promena baze na osnovu 1. kriterijuma, koji glasi: Ako je Cs-f>0 za jedan ili
vise nebazic¢nih vektora, tada se u bazu ukljucuje onaj vektor As sa najmanje jednim X,s>0 za koje

je

Cj'szmaX (Cs'fs)
Za s=]J=1 je ova razlika max. To znaci da A; —B (ulazi u bazu).
Koji vektor se izbacuje iz baze?

X, . X
— = min(—), X; >0
i X
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Iz baze se izbacuje vektor sa minimalnim pozitivhim koli¢nikom. Znaci, ako je za r=i koli¢nik

odgovaraju¢ih resenja minimalan, pri cemu je x;;>0, vektor A treba izbaciti iz baze.
Znadi:

ﬁ=@=100 ﬁzﬂzloo ﬁ=m=7o

X31 1 X41 5 XSl 1

Za i=r=5 ostvaren je minimalni koli¢nik. To znaci da vektor As izlazi iz baze, tj. B>A:s.

Promena u bazi se simbolic¢ki predstavlja kao A1 ->B—>As
Novu bazu ¢ine vektori B=(A1, Az, As)  r=1,34

110
B=(501
100
Sada se trazi inverzna matrica:
110 151
B=(501 B"=B'=|100 | transponovana matrica (kao prvi korak)
100 010

Drugi korak kod nalazenja inverzne matrice je odredivanje koeficijenata transponovane matrice,

na slededi nacin:

5 {00}20 5 :_{10}:0 5 {10}:1
11 1 o 12 O 0 13 Ol
5 :{5 1}1 5 :{11}20 5 :{15}:_1
21 1 O 22 OO 23 0 1
5 {51}20 5 :{11}:1 5 :{15}:_5
31 O O 32 1 0 33 1 O
adjungovana matrica i determinanta (odredena iz BT) su:
0 0 1
adB=|1 0-1
0 1-5

detB=1-B, +5-B,+1-B,=1.-0+5-0+1-1=1
(iz transponovane)
Inverzna matrica je:

) 0 0 1 0 0 1
B2 _ 11 o012l 1 0 -1
|B| |B| 0 1 -5 0 1 -5
Posto je:
X=B1b
X, 0 0 1 100 70
X, |=1 0 —1|-|/500|=|30 X1=70 X3=30 X4=150
X 0 1 -51|70 150

4
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Sada jes=2,5:
za S=2:
X, 0 0 1][2] [0
X, |=11 0 =1|[3|=]|2 X12=0 X32=2 X42=3
X, 0 1-5||0| |3
za S=5:
Xy 0 0 1][0] [1
Xs |=|1 0 =1|-|0|=|-1 X15=1 X35=-1 Xa5=-5
Xs| [0 1 -5]|1] [-5
y [70 ]
' 0
f=(C; C, 0 0 0) % =(4030000)-[30 |=280
B 150
X 0

Treba ispitati da li je ovo resenje optimalno, tj. pod brojem 3. Ako je C-fs < 0 za sve nebazi¢ne
vektore (s), resenje je optimalno. Racunaju se svi f:

0
za S=2: f,=(40 00):{2|=0
3
1
za s=5: f.=(40 00)-[-1{=40
-5
Trazi se Cs-fsza s=2,5:
C,-f,=30-0=30
Cs-f5=0-40=-40

Uslov optimalnosti nije Cs-f; < 0 zadovoljen.

Sada se vrsi promena baze na osnovu 1. kriterijuma, koji glasi: Ako je Cs-f>0 za jedan ili
vise nebazic¢nih vektora, tada se u bazu ukljucuje onaj vektor As sa najmanje jednim X,s>0 za koje
e Cj-fi=max (Cs-fs)

Za s=j=2 je ova razlika max. To znaci da A> —B (ulazi u bazu).

Koji vektor se izbacuje iz baze? A~ minCn), X; >0
ij j

Iz baze se izbacuje vektor sa minimalnim pozitivnim koli¢cnikom. Znaci, ako je za r=i koli¢nik
odgovarajucih resenja minimalan, pri ¢emu je x;>0, vektor A, treba izbaciti iz baze.
Znaci:

X _0_, X _ N g5 X _DO_g

X12 0 X32 2 X42 3
Za i=r=3 ostvaren je minimalni koli¢nik. To znaci da vektor As izlazi iz baze, tj. B—>Aa.

Promena u bazi se simbolic¢ki predstavlja kao A2 ->B—>A3
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Novu bazu ¢ine vektori B=(A1, Az, As) r=1,2,4

120
B=|531
100
Trazi se inverzna matrica:
120 151
B=(531 B"=B'=[2 30| transponovana matrica (kao prvi korak)
100 010

Drugi korak kod nalazenja inverzne matrice je odredivanje koeficijenata transponovane matrice,
na sledeci nacin:

5 {30}:0 2 :_{20}20 5 {23}2
11 1 O 12 O 0 13 01
5 :{5 1}:1 2 {11}:0 2 :{15}:_1
21 1 o 12 O O 13 o 1
5 {51}_3 5 :{11}:2 5 :{15}:_7
31 3 0 32 2 O 33 2 3
adjungovana matrica i determinanta (odredena iz BT) su:
0 0 2
adiB=|1 0-1
-3 2-7

detB=1-B,+5-B,+1-B;=1.0+5-0+1-2=2
(iz transponovane)
inverzna matrica je:

. 0 0 2 0 0 2 0 0 1
=B _ 1l o 1|2t 1 0 —1)=| 050-05
B |8 2
-3 2 -7 -3 2 -7 151 -35

Posto je:  x=B'b

X, 0 0 1 ][100] [70

X, | = 05 0-05|-{500|=115 X1=70X,=15 x,=105

x,| |-15 1-35||70 105

Sada je s=3,5:
za s=3:

X3 0 0 1 1 0
X3 |=105 0-05|-[0|=|05 X13=0 X23=0.5 Xa3=-1.5
X3 -151-35]| |0 -15

za s=5:
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X5 0 0 1 ][0] [1
X5 |=] 05 0 —-051-|0|=|-05 X15=1 X25=-0.5 Xa5=-3.5
Xs| |-151-35]|1| |-35
i} (70
Xl
. 15
f=(CL C2 0 0 0)|?|=(4030000)-[0 |=3250
105
X5
- 0

Treba ispitati da li je ovo resenje optimalno, tj. pod brojem 3. Ako je Cs-fs < 0 za sve nebazi¢ne
vektore (s), resenje je optimalno. Racunaju se svi f:

0
za s=3: f,=(40 30 0):| 05 |=15
-15
1
za s=5: f,=(40 30 0)-|-05|=25
-35
Trazi se Cs-fsza s=4,5:
Cs-f3=0-15=-15
C5-f5=0-25=-25
Vidi se da je uslov optimalnosti je Cs-fs< 0 zadovoljen.
Dual je:
(min)v=100 y;+500 y,+70 y3
Y1 +5 yo+y3 > 40
2y1+3y2>30
YiyeeY3 20

Optimalno resenje duala dobijamo iz simplex kriterijuma primarnog problema:
ys=-(Cs-fs) = fs-Cs gde se s=1,2,..m
pa je:
y1=-(03-f3)=-(-l5)=15
y2=0
y3=-(C5-f5)=-(-25)=25
Dulna promenljiva y,=0 zato sto je dopunska promenljiva x,#0 ostala u optimalnoj bazi (teorema
7). Optimalno resenje duala je: y1=15, y,=0, y3=25
Vrednost f-je kriterijuma duala je:
(min)v=100x15+500x0+70x25=3250




