Savijanje — elasticne linije

AnalitiCcka metoda odredivanja elasti¢ne linije
|zraCunavanje ugiba i nagiba uz pomoc tablica

Prva jednacCina savijanja
o, = M y

Normalni napon u nekoj tacki poprec¢nog
preseka O

M — moment sprega

|, — aksijalni moment inercije povrsine za tu
osu

y — udaljenost posmatranog viakna od ose
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Druga jednacina savijanja
1 M
K == =
R, E-I
K- krivina elasti¢ne linije
M — moment sprega

|, — aksijalni moment inercije povrSine za tu
osu

E — modul elasti¢nosti

M
B

X

B=E-l, - krutost savijanja grede
R, — poluprecnik krivine

Diferencijalna jednacCina elastiCne linije

Pomocu druge glavne jednacine definisana je krivina
elasti¢ne linije savijenog nosaca

Iz matematike je poznato da se pod krivinom
podrazumeva odnos

ds
Gde je: N da
R poluprecnik krivine
ds elementarni luk
da elementarna promena ugla

M

1_M _
R E-I

M
B

X
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‘ Nagib tangente krive prema Ox 0si iz
matematike

= Nagib tangente krive f(x) je prvi izvod funkcije koja
predstavlja krivu 1

tga =Y,

da ,
cos’a dx

= Kako je element luka krive

ds = /dx® + dy® = dx/1+ Yy’

= Odatle je krivina
_da _y'dxcos’a Yy

K =

"

1
R ds ds 1—y"?

‘ Diferencijalna jednacina elastiCne linije

= Usled savijanja teziSte nekog preseka se spusta (u
peavcu y ose) za duzinu koju nazivamo

ugib elasticne linije (strela)

= tangenta sa osom Az gradi ugao koji se naziva

nagib grede
y ) s
F  2 Iy/ tg(x—y/
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Diferencijalna jednacCina elasticne linije
proste grede

_ML_ Z_M:: Byﬂ:_M:_
E1, B

14

y:

Gde su:
M; moment savijanja u preseku z
B = E'l, savojna krutost grede

Analiticko odredivanje elasticne linije

Odrediti otpore oslonaca za reSavani nosac

Napisati izraze za promenu momenta
savijanja u funkciji od poduzne koordinate z

Proizvod savojne krutosti i drugog izvoda
jednak je negativnom momentu savijanja i to
predstavlja diferencijalnu jednacinu elasti¢ne
linije

By =-My
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Analiticko odredivanje elastiCne linije

Integraljenjem dobija se jednacCina promene
nagiba u zavisnosti od koordinate z

Ponovnim integraljenjem dobija se jednacina
promene ugiba u zavisnosti od koordinate z

Integracione konstante odreduju se iz uslova
da su ugibi oslonaca jednaki nuli i kod
nosaca u nekom preseku na kraju polja
promene opterecenja oba kraja moraju imati
isti ugib i nagib

Primer jednacine elastiCne linije proste
grede

F Otpori oslonaca

A \4 B b
F,=F—

: o i

< < a

I polje L Il polie Fo=F T

| polje 0<z<a

Il polie asz<L

M2:FA-z—F(z—a):FE-z—F(z—a)
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Primer jednacine elastiCne linije proste
grede

Oba izraza za moment mogu se objediniti
M=F, z-F(z-a)= F% z|-F(z-a)

Uvedena je KlebSova crta ili masna crta

Ona obelezava kraj prvog polja i poCetak
drugog polja

Primer jednacCine elastiCne linije proste
grede: L

Diferencijalna jednacina By” =-M ‘

By =—M =—F, - 7|+ F(z—a):—F% Z+F(z-a)

IzvrSiti integraciju
o u | polju pre crte po z
o u Il polju posle crte po (z-a)
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Primer jednacCine elasticne linije proste
grede

2 2
By'=—F3-2—+Cl||+F(Z_a)
L 2

By=—FE Z—+C z+C||+F(Z a)
L 6 6

Integracione konstante se uvek stavljaju
ispred crte z=0, y=0
Odreduju se iz granicnihuslova , _ | y=0

Primer jednacCine elastiCne linije proste
grede

Uslov za z=0 pripada prvom polju pa se primenjuje na deo
ispred crte 3

y=o—>By=—F%%+cl.0+cz=o—>02=o

Uslov za z=L pripada drugo polju pa se primenjuje ceo
izraz — briSe se crta
3

y=Lopy=-F2.L . c. LiorF 2= g
L6 6

3
c—-F-2L_ 2 g
6 6L
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Primer jednacine elastiCne linije proste
grede

JEDNACINA NAGIBA

S CURCI

Primer jednacine elastiCne linije proste
grede

|z jednaCine ugiba zamenom z=a dobije se
ugib ispod sile

om0 ()
=% 3.B\L/\L
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Primer jednacine elastiCne linije proste
grede

u osloncima zamenom z = 0 dobijamo nagib u

osloncu A
, FL° a b b
a=y j=—— |14+ —=
6-B L L L

u osloncima zamenom z = L dobijamo nagib u
osloncu B

ElastiCne linije statiCki odredenih
nosaca

U tablicama iz Otpornosti materijala postoje
obradeni karakteristi¢ni nosaci i definisane
jednacine elasticne linije, ugiba i nagiba.
Za odredivanje karakteristiCne vrednosti
potrebnog ugiba ili nagiba za konkretan
nosac sa definisanim optereéenjima treba
koristiti princip superpozicije (sabiranja
dejstava)
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ElastiCne linije statiCki odredenih
nosacCa
Za posmatrani nosac uociti koja opterecenja
deluju

Uzeti kolika su udaljenja optereéenja od
oslonaca

Za svako opterecenje na nosacu povaditi
podatke iz tablica

Napraviti konacCan zbir na zeljenoj poziciji

Primer resavanja istog zadatka

Primenom metode direktne integracije
KoriS¢enjem gotovih izraza u tablicama
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Postavka zadatka

Za datu gredu sa dve

sile odrediti ugib —— L

ispod sile 2 i ugao

nagiba ispod sile 1 AA 3 =

o Primenom direktne %
integracije a=im P 3 5 0e P

o Koris¢enjem tablica " "

Za dati nosac

Odredivanje otpora oslonaca i osnovnih
statiCkih dijagrama

Posto nije poznat poprecni presek izvrsiti
dimenzionisanje kako bi se odredila savojna
krutost B

Poznato je da je greda od Celika G,,,=120 MPa
i E=2 -10° MPa, i da je greda kruznog
poprecnog preseka

12/11/2010
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Primer grede sa dve koncentrisane sile

F,=50 kN
F,=20 kN
A l A 4 B
&N
% Maksimalni moment
a=tm A, 55 2a F® savijanja
3 » > >
1l ’ I Minac = 80 kNm
%0 Maksimalna
30 30 80 A
‘ F transverzalna sila
Fa 10
[T
F2 Fs thax = 40 kN
-40

Odredivanje dimenzija poprec¢nog
preseka
U datom slucaju
Mfmax = 80 kNm
M M 80.10° 2, ,

oc=—2=<0,,- W= = ==—-10
y 04, 120-10° 3

-3
q_ J& _ 0.189m

3-7

Standardno najblize vece je d=0.2m
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Odredivanje dimenzija poprecnog
preseka grede

Za dobijeno d=0.2m moment inercije za x osu

| _d4-7z_0.24-7r
64 64
Savojna krutost je
11 d*-z 2
B=E-l,=2.10"- =15707963 Nm

B =15707,963kNm?

Odredivanje jednacine elasticne linije

Za odredene otpore oslonaca napisati izraz
za moment savijanja po poljima

M,=F,-2=30-2

M=F,-z—F(z—2a)=30-2-20(z-2)

M,=F,-z—-F(z-2a)-F,(z—4a)

12/11/2010
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ReSavanje zadatka direktnom
integracijom

Napisati izraze za momente savijanja po
poljima

|zvrSiti integraciju po promenljivim

Odrediti integracione konstante iz grani¢nih
uslova

Odrediti trazene vrednosti nagiba i ugiba

Odredivanje jednacine elasticne linije
" L

Izraz za moment predstavlja diferencijalnu
jednacinu elasticne linije

lzraz za moment mozemo napisati
predvajanjem momenata po poljima
KlebSovom ili masnom crtom

M, =F,-z—|F,(z-2a)-|F,(z-4a)

12/11/2010
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Odredivanje jednacine elasti¢ne linije

L
By” — _M f
Diferencijalna jednacina elasti¢ne linije dobija
oblik

By" =-F,-z|+ F (z—2a)}+ F,(z—4a)
Za konkretan slu€aj zamenimo vrednosti

By" =—-30-7||+20(z — 2)|+50(z —4)

Odredivanje jednacine elasticne linije

IzvrSiti integaljenje po promenljivoj z za prvo
polje, po (z-2) za drugo i (z-4) za trece polje

By" =—30-z|+20(z - 2)|+50(z — 4)

2

2
BY' =30 4C ||+20( 2 [+ +502=%)

2
3
By = —30- E+C 2+C ||+2o( 2 [+ rs0l2=4) 64)

12/11/2010
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Odredivanje jednacine elasti¢ne linije

Integracione konstante odreduju se iz
grani¢nih uslova
z=0—->y=0
Posto je to u prvom polju, uzima se izraz do
prve KlebSove crte
3

By(z =o)=—3o-%+clo+c2 -0—->C,=0

Odredivanje jednacine elasticne linije

Integracione konstante odreduju se iz
granicnih uslova

Z=L=6—>Yy=0
Posto je to u treCem polju, uzima se ceo izraz

3 3 \
By(z:6):_30'%+C12+C2+20(6_2) (6-4)

C, = 4800
36

+50 =0

12/11/2010
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Odredivanje jednacine elasti¢ne linije

Konacan oblik za dati primer je
By” =-30-7||+20(z - 2)+50(z - 4)

2
By’=—30-% 4800” 202=2 ) 502 24)

3
By:—SO-% 4800 2]+ 20( 2) [+ rs0l2=4) 64)

Prema dobijenim izrazima izraCunava se:

Ugib ispod sile 2 za koje je z=4, pripada kraju
drugog polja, pa se uzima izraz do druge
masne crte

3 3 3
By:—SO-% 4800 2|+ 22002 2) H+5o(z_64)

3
4 48004 20(4 2)

By=—30-E = 240kNm’

12/11/2010
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Prema dobijenim izrazima izraCunava se:

Nabib ispod sile 1 za koje je z=2, pripada
kraju prvog polja, pa se uzima izraz do prve
masne crte

2 2 2
By’ = 30 % + 459999 (2 _22) |+50 (2-4)

36
2
By —_30. 2 , 4800 _ 2640
2 36 36

Prema dobijenim izrazima izraCunava se:

Ugib ispod sile 2

3 3
y = 2A0KNm _ 240kNM” _ ; 41527m = 15.27mm

B 15707

Nabib ispod sile 1
, 2640 2640

y' = = 0.00468rad =0.267°
36-B 36-15707

12/11/2010
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ResSavanje zadatka koriS¢enjem tablica

= Odrediti polozaje i uticaj opterecenja
= OCcitati izraze za reSavani zadatak
= lzvrSiti zamenu vrednosti u primeru za mesto

dejstva sile 2

F,=50 kN
F,=20 kN

_ Fa
a=1m 2a 2a 2a Fe

Prosta greda
tabl

1 — Ipocra rpena T —

b -ty -Gyl

=1t B F.«-F‘Z. F,.F_b_
1 1
o
A y o = L]
z - z2<a M= fib-z;

M,,..,,-Fa-lq 3a z,=a.

S >a M= flle - F(z—a),

By’ = — ?bz|+ F(z-a); B=El; (casojua xpylmocm)

- aafs- s -G )

3a a>1,>b Guhe Hajetin yru6

eSS R

* YyGenw, wa. 9, crp. 114,

”». ?l.p:u?:lorr“ Y3eTH W Jeo jenHaunne QKecHO ox ,Macwe” upre — Clebsch-osa
werons. METOMM 34 JeBH
B e e (3 z—a.“o rpexe (2<a) npoMenmusa fe 7, & 32 Recan
R ”llogpeuu npecex Je xoucrautan, /=Ix=const. Taxohe je xoHcTanTHa W casojua kpy-

oca +Ay yeumepena Je wanuxce.

12/11/2010

19



‘ Prosta greda

= WF .V\h\" == —_ = s
s \ Fambz, . i Bgal
A ™
A Fo

l.

5
M

an
=0=

R
]

* Yybenuk, ui. 9, crp. 114,

** 3a 2> Tpeba ysetn u jeo jenHawnHe XECHO OX ,MacHe” upre — Clebsch-osa
merona. [lpema 0Boj Meron# 3a aeBH Jeo rpere (z2<a) npoMeHmHBA je 7, a 33 NeCHH
220 rpene (2> a) npomenmusa je z — a. G

Monpeuny npecex je xoncranran, /= Ix=const. Taxohe je xoHcTanTHa W caBojHa Kpy-
mer B=Be=const,

Koopnunatna oca + Ay yemepena je wnanuace.

‘ Prosta greda

Sy"' = — %bzl‘-i: ‘F(z-a); B=El. (casojua xpymoc:)
Y'-'g[-’li[.l— (%)z _3(%)3 ]I +-3‘(-"T“)‘z }
ol G- 6T

3a a>1,I>b Guhe najsetin yru6

F B b(1] b\ " B2
TN C RS L T (. = 3
ff‘ 3 B 1[3[ (1)]} R g \/3

* Yy6enux, wir 9, crp. 114,

** 3a 2> Tpeba ysetn u jeo jenHawune JXECHO OX ,MacHe” upre — Clebsch-osa
merona. [lpema oBo] Mertons 3a neBM neo rpene (z< @) NpOMeH®HBA je 7, 2 33 NecHH
220 rpene (2> a) npomenmusa je 2 — a. G

Monpeuny npecex je xoucrantan, /=/x=const. Takohe je xoHCTaHTHA W CaBOjHa KpY-
mer B=By=const,

Koopnunatna oca + Ay ycMepena je wnanuace.

12/11/2010
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Odredivanje ugiba na mestu sile 2

Primer je u tablicama na 43. strani

-]

|lzraCunavamo ugib koji sila 1 pravi na mestu
sile 2

|lzraCunavamo ugib koji sila 2 pravi na mestu 2

Kao zbir odredujemo ukupni ugib

Odredivanje ugiba na mestu sile 2

|IzraCunavamo ugib koiji sila 1 pravi na mestu
sile 2, gde je a=2, b=4 mesto dejstva sile 1
od 20 kN i trazeno z=4,

S HRORGIC
S (8-
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Odredivanje ugiba na mestu sile 2

|lzraCunavamo ugib koji sila 2 pravi na mestu
sile 2, gde je a=4, b=2 mesto dejstva sile 2
od 50 kN i trazeno z=4, posto je to sada na
kraju polja 1 koristi se izraz do crte

e )
i Ca Rt

Odredivanje ugiba na mestu sile 2

Ukupan ugib je zbir koji prave obe sile za z=4

Joyay, 206 7 506" 8 240
F7F2 6B 81 6B 81 B

By = 240kNm®

12/11/2010
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Odredivanje nagiba na mestu sile 1
ugao u rad

Primer je u tablicama na 43. strani

yf:i"Hl_(E) =Y Mg) }
68 || | | |
|lzraCunavamo nagib koji sila 1 pravi na mestu

silel

|lzraCunavamo nagib koji sila 2 pravi na mestu
1

Kao zbir odredujemo ukupan nagib

Odredivanje nagiba na mestu sile 2

|lzraCunavamo nagib koji sila 1 pravi na mestu
sile 1, gde je a=2, b=4 mesto dejstva sile 1
od 20 kN i trazeno z=2, i pripada prvom polju

w4 A7
S SCRORHI RS
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Odredivanje nagiba na mestu sile 2

|lzraCunavamo nagib koji sila 2 pravi na mestu
sile 1, gde je a=4, b=2 mesto dejstva sile 2
od 50 kN i trazeno z=2, i pripada prvom polju

e RUROIEES)
&1 SORCIE+

Odredivanje nagiba na mestu sile 2

Ukupan nagib je zbir koji prave obe sile na
z=4

V=YLt y! _20-62.i+50-62.£_1980
FLO7F2 6B 27 6B 27 27B

By = % kNm? = 73.3333kNm?

12/11/2010
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Prema dobijenim izrazima izraCunava se:

Ugib ispod sile 2

3 3
y = 240KNM _ 240KNM _ 4 51527 m = 15.27mm
B 15707
Nagib ispod sile 1
, 1980 1980

y' = = =0.00468rad = 0.267°
27-B  27-15707

Rezime:

Za odredivanje ugiba i nagiba nekog
statiCki odredenog nosaca:

o Prvo odrediti otpore oslonaca i nacrtati
statiCke dijagrame

o Dimenzionisati nosac ako to nije vec¢ ucinjeno
o Definisati savojnu krutost

12/11/2010
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Rezime: Metoda direktne integracije

Napisati izraze za momente savijanja po
poljima

IzvrSiti integraciju po promenljivim

Odrediti integracione konstante iz grani¢nih
uslova

Odrediti trazene vrednosti nagiba i ugiba

Rezime: ResSavanje koriS¢enjem tablica

Odrediti polozaje i uticaj opterecenja

O itati izraze za reSavani zadatak za sva
definisana opterecenja

|zvrSiti zamenu vrednosti

Sabrati dobijene ugibe, odnosno nagibe
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